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Resumo

Este trabalho consiste em um estudo sobre Sistemas de Fungoes Iteradas que con-
traem em média, utilizando conceitos e resultados da Teoria do Transporte Otimo para
essa analise. Para fundamentar a discussao, foi necessario revisitar nogoes como espagos
métricos completos, topologia fraca-*, além de conceitos da Teoria da Medida, Teoria
Ergodica e Teoria da Probabilidade. Dentro desta tltima, sao exploradas as nogoes de ca-
deias de Markov homogéneas e de medidas estacionarias associadas a essas cadeias. Com
base nesses conceitos preliminares, define-se o acoplamento 6timo, demonstrando-se que,
sob certas condigoes, a existéncia de tal acoplamento é sempre garantida. Introduz-se
também a distancia de Wasserstein, a qual desempenha um papel essencial nos resulta-
dos subsequentes. Munido das ferramentas da Teoria do Transporte Otimo, o trabalho
investiga as medidas estacionarias de Sistemas de Fungoes Iteradas que contraem em mé-
dia, provando que, nesse contexto, ha existéncia e unicidade de uma medida estacionéaria,
além de se obter estimativas para seus momentos de ordem . Por fim, os conceitos
desenvolvidos sao aplicados ao estudo de skew-products que possuem fibras contrativas,
mostrando-se que tais sistemas admitem uma tnica “medida estacionaria” com suporte

limitado.

Palavras-chave: Medidas estacionarias; Distancia de Wasserstein; Skew-products.
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Abstract

This work consists of a study of Iterated Function Systems that contract on
average, using concepts and results from Optimal Transport Theory for this analysis. To
support the discussion, it was necessary to revisit notions such as complete metric spaces,
weak topology, as well as concepts from Measure Theory, Ergodic Theory, and Probability
Theory. Within the latter, the notions of homogeneous Markov chains and the stationary
measures associated with these chains are explored. Based on these preliminary concepts,
optimal coupling is defined, demonstrating that, under certain conditions, the existence
of such coupling is always guaranteed. The Wasserstein distance is also introduced, which
plays an essential role in the subsequent results. Equipped with the tools of Optimal
Transport Theory, this work investigates the stationary measures of Iterated Function
Systems that contract on average, proving that, in this context, there is existence and
uniqueness of a stationary measure, in addition to obtaining estimates for its moments of
order . Finally, the developed concepts are applied to the study of skew-products that
have contractive fibers, showing that such systems admit a single “stationary measure”

with limited support.

Keywords: Stationary measures; Wasserstein distance; Skew-products.
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Introducao

Sejam fi,..., fr: A — A fungbes continuas definidas em um espago métrico
completo A e (&,) uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas tomando valores em {1,...,k}. Cada estado inicial x € A gera a Orbita

aleatéria
Z,(x) = fa, 00 fa(x).

A sequéncia Z,, é uma cadeia de Markov homogénea.

Quando as fungdes f/s sdo contragoes, pode-se mostrar que a distribuicao de
Z,(x) converge para a tnica medida estaciondria atratora p suportada no atrator de
Hutchinson, isto é, o tinico compacto K satisfazendo K = Ule fi(K). Mais ainda, vale o

seguinte teorema ergddico: para x € A, com probabilidade 1, tem-se

%Z(;Zn(x) — .

Em particular, o conjunto {Z,(z), Z,+1(x),...} converge para o atrator de Hutchinson
na distancia de Hausdorff. Esse fato é difundido na literatura dizendo-se que o jogo do
caos desenha o atrator.

O estudo desses objetos possuem aplicacdes em diversos ramos da ciéncia, tais
como dindmica hiperbdlica, compressao de imagens, convolugoes de Bernoulli, folheagoes
holomorfas, teoria da dimensao de fractais e formalismo termodinamico.

Uma pergunta natural é entender em que condigbes pode-se garantir a existéncia
de uma medida estacionaria atratora quando pelo menos uma das fungoes nao é mais
uma contracao. Uma das primeiras classes consideradas é a classe de sistemas de funcoes
iteradas que contraem na média. Essa classe estda amplamente estudada na literatura, mas
uma abordagem via a Teoria do Transporte Otimo apareceu pela primeira vez em [10],
Kloeckner mostrou como a existéncia do transporte 6timo para a funcao custo definida a
partir da métrica pode ser usada para obter (e melhorar) uma série de resultados.

A Teoria do Transporte Otimo foi concebida em problemas de otimizacdo, os
quais, foram trazidos por Gaspard Monge e, posteriormente, revisitados por Leonid Vi-
talyevich Kantorovich. O problema de otimizagao, que fora denominado como problema
de Monge-Kantorovich, busca encontrar uma medida de probabilidade que otimiza a es-

peranca de uma funcao custo dada. Tal medida representa a distribuicao de massa no
1



2 Sumadrio

problema de otimizacao. Apesar de ter sido concebida em uma esfera mais limitada,
nos tempos atuais, a Teoria do Transporte Otimo possui aplicacoes em diversas dreas do
conhecimento; no contexto dos Sistemas Dinamicos uma utilizagdo é para estudos rela-
cionados a sistemas de funcgoes iteradas, o qual é o objeto de pesquisa deste trabalho.
Desta forma, busca-se entender como utilizar a Teoria do Transporte Otimo para estudar
sistemas de fungoes iteradas que contraem na média.

Estrutura-se o presente trabalho da seguinte forma. No Capitulo 1 traz-se defini-
¢oes e resultados que serao auxiliadores para os principais objetos a serem estudados, tais
como conceitos elementares de espacos métricos e topologia, Teoria da Medida e Teoria
da Probabilidade, onde vé-se o que é uma cadeia de Markov e também como define-se
uma medida estacionaria para uma cadeia de Markov homogénea.

No Capitulo 2 discorre-se sobre a Teoria do Transporte Otimo, onde faz-se uma
contextualizacdo da area através de uma breve histéria do seu surgimento, além de
uma explicagdo do problema de Monge-Kantorovich; define-se o que é um acoplamento,
demonstra-se que no espaco das medidas de probabilidade sobre um espago métrico, sepa-
ravel e completo pode-se garantir um acoplamento 6timo, além disso, prova-se que nessas
condicoes, o espaco das medidas de probabilidade é métrico, separavel e completo com a
distancia de Wasserstein.

Em sequéncia, no Capitulo 3 ¢ feito uma explanacao do que ¢ um Sistema de
Funcoes Iteradas, além de definir-se em que condigoes tal sistema é dito que contrai na
média, posteriormente é abordado alguns resultados inerentes a esses sistemas, em seguida
define-se o operador de Markov, com o qual sera provado que, dado um sistema de funcoes
iteradas que contrai na média existe uma unica medida estacionaria, além disso se tem
uma estimativa para o g-ésimo momento da medida, desde que tenha-se certas condi¢oes
sobre o sistema. Tal resultado é uma versao do trazido por [3], onde sdo utilizadas as
ideias de [10]. Posteriormente é utilizado uma adaptagdo da distdncia de Wasserstein
para provar que um skew-product, em certas condigoes, que contraem as fibras possui

uma unica medida estaciondria com suporte limitado.



Capitulo 1
Conceitos preliminares

Neste capitulo serao abordados os conceitos iniciais do estudo principal do pre-
sente trabalho, onde serd tratado as defini¢bes para a estruturagao dos espacos em que se

trabalhara nos proximos capitulos. Para tal, serdao utilizados como referenciais teéricos

(120, 4], (4, 107, 18], 170, 1) 1] e [19).

1.1 Elementos de Espacos Métricos e Topologia

Inicialmente, serao abordados os conceitos elementares de espagos métricos e

topologia, os quais utiliza-se como base para o que sera feito posteriormente.

Definicao 1.1. Dado um conjunto A, pode-se definir como métrica uma funcio d :
AxA — Ry que associa a cada par ordenado de elementos x,y € A um nimero real d(zx,y),
chamado de distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as sequintes propriedades

para quaisquer x,y,z € A:
1. d(z,y) =0 se, e somente se, x =y
2. d(z,y) = d(y, v);
3. d(x,z) < d(x,y) +d(y, 2).

No espaco R™ tem-se a métrica Euclidiana. Dados z,y € R?, d : R x R? — R,

com x = (T1,Ta,...,2q4) €Yy = (Y1, Y2, - .-, Ya), define-se

Assim, dado uma métrica d em um conjunto A, define-se como espago métrico a dupla

(A,d). Um exemplo cléssico de espago métrico é a dupla (R",d), onde d é a métrica
3



4 Capitulo 1. Conceitos preliminares

euclidiana, o qual chama-se espaco euclidiano. Dado um conjunto, pode-se definir mais de
uma métrica no espago, dessa forma, pode-se ser perguntado se nao ha uma “equivaléncia”
entre essas métricas, ou seja, ao trabalhar-se com uma, seria similarmente “a mesma coisa”
que trabalhar com a outra, o que significaria que topologicamente se estaria trabalhando
com os mesmos objetos, embora a “geometria” nao seja a mesma. Nesse sentido, dez-se
que duas métricas d; e dy definidas sobre um conjunto A, sdo métricas equivalentes se
existe C' > 0 tal que para todo z,y € A, tem-se C~! - dy(x,y) < di(z,y) < C - do(z,y).
Um espago métrico que sera recorrentemente utilizado neste trabalho serd o cha-
mado espaco das fungoes continuas. Dado um espaco métrico A, denota-se como o con-
junto de todas as fungées continuas f : A — A como C(A). No conjunto C'(A) pode-se

definir a métrica
d(f,9) = sup{|f(z) — g(x)];z € M},

para qualquer f,g € C(A). Desta maneira o par (C(A),d) é um espago métrico.

Pode-se, assim como tem-se a distancia entre dois pontos, definir a distancia
entre um ponto e um conjunto como sendo, dado (A, d) um espago métrico e X C A um
subconjunto de A qualquer, a distancia do ponto y ao conjunto X como o nimero
real d(y, X) = ;g{ d(y, x).

Agora, serao abordados alguns conceitos topoldgicos. Seja X um subconjunto de
um espago métrico A. Um ponto a € X diz-se um ponto interior a X quando é centro de
uma bola aberta contida em X, ou seja, quando existe r > 0 tal que d(z,a) <r =z € X.
Denota-se como int(X) o conjunto de todos os pontos interiores de X. Um subconjunto O
de um espaco métrico A diz-se aberto em A quando todos os seus pontos sao interiores,
isto é, int(O) = O.

Sera definido entdo um dos conceitos que ¢, historicamente, muito importante
para a abstragdo de nogoes como continuidade, a Topologia. Topologia é uma familia 7

de subconjuntos de um conjunto X tal que:
(i) 0, X e;
(i) Se Ay,..., A, € Tentdo A;N---NA, €T;

(iii) Dada uma cole¢ao arbitraria (Ay)xer, com Ay € 7 para cada A € L, tem-se U A, €
AEL

T.
Chama-se o par (X, 7) de espago topolégico.

A exemplo, seja T a colecdo de todos os subconjuntos abertos de R%. 7 é uma
topologia em R? e é chamada de topologia usual de R?, logo o par (R% 1) é um espaco
topoldgico. Assim, pode-se definir também como métricas equivalentes as métricas que

induzem a mesma topologia.
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Uma colecao de conjuntos abertos B C 7, onde 7 é uma topologia, com a proprie-
dade de que qualquer elemento de 7 pode ser escrito como uma uniao de elementos de B é
definida como base da topologia. Um exemplo que pode ser observado é, considerando
X = RY o qual sabe-se que ¢ um espaco topoldgico com uma topologia induzida pelas
bolas abertas definidas pela métrica no espago, considere o conjunto de todas as bolas de
raio racional centradas em pontos com coordenadas racionais. Desta forma define-se uma
base enumeravel para a topologia como sendo essa colecao.

Uma sequéncia (x,,) num espago métrico A chama-se uma sequéncia de Cauchy
quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que m,n > ng = d(z,, x,) < e. Define-se
como espago métrico completo, um espaco onde todas as sequéncias de Cauchy sao
convergentes. Neste trabalho, serd considerado como axiomatico que os espacos R™ sao
completos.

Tem-se, um teorema bastante utilizado quando estuda-se espago métricos e con-

tracoes, o Teorema do ponto fixo de Banach:

Teorema 1.1. (Ponto fizo de Banach para contragoes). Se A é um espago métrico
completo, toda contracio f : A — A possui um dnico ponto fizo atrator em A. Mais
precisamente, se escolhermos um ponto qualquer xo € M e pusermos x1 = f(xg),z2 =
f(z1),.. . xne1 = f(xn),... a sequéncia (x,) converge em A e a =limx,, é o Unico ponto

fixo de f.

Demonstra¢io. Suponha que (z,,) convirja para um ponto a € A. Desta maneira, como a
fungao f é continua, tem-se f(a) = f(limz,) = lim f(x,) = limz,,1 = a, logo a é ponto
fixo de f. Serd mostrado agora que f nao admite dois pontos fixos distintos. De fato,
se f(a) = a, f(b) = b, e vale d(f(x), f(y)) < c¢-d(z,y), com 0 < ¢ < 1, para z,y € A

quaisquer, entao
d(a7 b) - d(f<a)7 f(b)) <c- d(a> b),

onde (1 —¢)-d(a,b) <0. Como 1 — ¢ > 0, conclui-se que d(a,b) = 0, ou seja, a = b.

Agora, serd mostrado que a sequéncia é Cauchy. Tem-se que,

d(wy,m2) = d(f(x0), f(21)) < ¢+ d(wo, 71),

d(wy, 23) = d(f(21), f(22)) < ¢~ d(w1,22) < - d(wo, 1)

e, em geral, tem-se

d(xnn xn+1) S c" - d<I07 xl)
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para todo n € N. Segue-se que, para n,p € N quaisquer:

d(xna $n+p) < d(xna wn-i-l) + d(xn—i-la -Tn+2) +eeet d(xn-kp—lv xn-i—p)

<[4 e Y L d g, )

:Cn[l+c++cp_l] 'd($0,$1)
"

<
—1-—c

: d(l‘o, [El).

Como lim ¢" = 0, conclui-se que (z,) é uma sequéncia de Cauchy em A, concluindo a
n—oo

demonstracao. |

1.2 Elementos de Teoria da Medida e Teoria Ergédica

Primeiramente, serao tratados dos conceitos iniciais referentes a Teoria da Me-
dida, dando énfase nas medidas de probabilidade. Antes de definir-se o que sdo medidas
de probabilidade, precisa-se estar bem definido alguns outros conceitos.

Comeca-se buscando definir e estruturar o que chama-se de o-algebras. Dado um

conjunto X define-se como o-algebra uma familia F de subconjuntos de X tal que:
(i) X € F;
(ii) se A € F, entao X\A € F;

(iii) Seja (A,) uma sequéncia de conjuntos tais que A, € F,n =1,2,..., entao U A, €

F.

Observagao 1.1. Pode-se observar que, se F é uma o-dlgebra, entdo, pori) e ii), tém-se

que O € F diretamente. Além disso, se (A,) € uma sequéncia de conjuntos tais que
A, € F,n=1,2,..., entao, porii) e iii), ﬂ(X\An) e F.
n

Assim, sendo X um conjunto e F uma o-algebra de subconjuntos de X, entdo
chama-se (X, F) de espago mensuravel. Os elementos de F sdo denominados de men-
surdveis. Seja X um conjunto. Pode-se observar que o conjunto das partes 2% é uma,
o-algebra de X.

Define-se como o-algebra gerada por uma familia S de subconjuntos de X como
sendo a menor o-algebra tal que contenha S. Denota-se o-dlgebra por o(.5).

Um comentario que pode-se ser feito neste momento é a diferenciacao entre o-
algebras e topologias. Enquanto uma topologia pede que interse¢oes finitas pertencam a
T, uma o-algebra nao possui essa restricao, além disso, em uma topologia é garantido que

uma uniao arbitraria pertence a 7, enquanto que em uma o-algebra as uniao precisam ser
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enumeraveis. Tal comparacado é relevante para percebermos que topologias em geral sdo
diferentes de o-dlgebras em esséncia.
Dados esses comentarios, define-se entao uma das sigma algebras mais relevantes

para teoria da medida, a o-algebra de Borel.

Definicao 1.2. A o-dlgebra de Borel (ou o-dlgebra boreliana) de um espago topolégico
(X,7) é a o-dlgebra o(T) gerada pela topologia T. Neste caso, os conjuntos mensurdveis

recebem o nome de borelianos.

Se S = {(—o0,z] C R;z € R}, entdo também é possivel concluir que o(S) =
B(R).

Dados os conceitos ja apresentados, pode-se definir entdao o que é uma medida.

Defini¢ao 1.3. Define-se como medida em (X, F) uma fungao p: F — R tal que:

(1) p(®) = 0;
(2) W(A) >0, VA € F;

(3) Se (An) é uma sequéncia enumerdvel de conjuntos disjuntos com A, € F, Vn € N,

()T

Se u(X) < oo, entao diz-se que p € finita. Se u(X) =1 diz-se que p é uma medida de

entao

probabilidade.

Denota-se por P(X) o conjunto de todas as medidas de probabilidade definidas
no espago mensuravel (X, F). Chama-se a tripla (X, F, ) de espago de medida. Se p
¢ uma medida de probabilidade, diz-se que (X, F, 1) é uma espago de probabilidade.

Exemplo 1.1. Seja X um conjunto e serd considerado a o-dlgebra B = 2X. Fizado

p € X, seja a fungio 8, : 25 — [0, +00] definida por:

1, sepe A
517(/4):
0, sepe A.

Esta medida 0,y é usualmente designada medida de Dirac, ou delta de Dirac, no ponto p.

Proposigao 1.1. Se (X, F, ) € um espago de medida e A € F, entdo a fungdo pa dada
por pya(B) = p(AN B) também é uma medida.

Demonstragio. Para provar que p4 é uma medida, precisa-se mostrar os itens (1), (2) e

(3) da definicao de medida, o que serd feito a seguir
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(1) Observa-se que ¢ trivial, pois
a(®) = p(AN Q) = u(®) =0.

(2) Seja B € F,logo X\B = B¢ € F, assim A°UB° € F, o que implica que (A°UB°)° =
AN B € F, desta forma
ia(B) = (AN B) > 0.

(3) Seja (B,) é uma sequéncia enumeravel de conjuntos disjuntos com B, € F, Vn € N,

(U)o on (U)oU)

Como (B,) é uma sequéncia enumeravel de conjuntos disjuntos, entao (AN By, )nen

logo

serd uma sequéncia enumeravel de conjuntos disjuntos, desta forma

2 (UA N Bn) = ZM(AH B,) = Z/’JIA(Bn)-

Aqui, serd tomado como axiomatico a existéncia e unicidade de uma medida em
(R, B(R)) tal que m((a,b]) = b — a. Tal medida é a que denomina-se medida de Le-
besgue. Também serd considerado como axioméatico a existéncia da medida de Lebesgue
para R".

De forma equivalente as fungoes continuas no estudo feito para os espacgos to-
poldgicos, as fung¢bes mensuraveis adentram na teoria da medida com um papel funda-
mentalmente similar, o de preservar, agora, conjuntos mensuraveis. Desta forma, dados
espagos mensuraveis (X, B) e (Y,C), diz-se que uma aplicagdo f : X — Y é mensuravel
se f71(C) € B para todo C € C.

Exemplo 1.2. Uma fungdo f : X — [—00, 00| é mensurdvel se, e somente se, f~1((c, +00])
pertence a B para todo ¢ € R. Pode-se notar que essa condi¢ao € suficiente uma vez que

a o-dlgebra gerada pelos intervalos semi-infinitos é a sigma dlgebra de Borel.

Exemplo 1.3. Se X ¢ um espaco topologico e B é a sua o-dlgebra de Borel, entao toda

funcao continua f : X — R € mensurdvel.

De fato, continuidade significa que a pré-imagem de qualquer aberto de R é um
aberto de X e, portanto, estd em B. Como os abertos geram a o-algebra de Borel de R,

segue que a pré-imagem de qualquer boreliano da reta também esta em B.
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Exemplo 1.4. Dado um conjunto A C X define-se a funcao caracteristica Xy : X — R
de A por:
1, sex € A;
Xa(z) =
0, caso contrario.

Observa-se que a fungao X4 é mensuravel se, e somente se, A é um subconjunto

mensuravel.
Diz-se que uma funcao s : X — R é simples se existem constantes aq,...,ap € R
e conjuntos mensuraveis Ay, ..., A, € B disjuntos dois-a-dois tais que

K
s = E o X,
J=1

onde X4 é a func¢ao caracteristica do conjunto A.

Neste momento, serd definido a integral de Lebesgue, a construcao serd feita
k

por etapas. Seja s = Z a X4, uma funcao simples. Entao a integral de s em relacao a
j=1
medida p é dada por:

/S dp = Z g pt(Ag).-

Em seguida, seja f : X — [0, 00] uma fun¢do mensuravel nao negativa. Entao

/fdu = lim sup / Sp djt,

onde (s,),>1 é uma sequéncia de fungdes simples limitadas por f. Sendo fT(z) =
max{f(x),0} e f~(xz) = max{—f(x),0} (as quais pode-se provar que sdo mensuraveis),

tem-se entdao que, sendo f : X — [—00, +00] uma fungdo mensurével, entao,

/fdﬂz/ﬁdu—/fdu,

desde que pelo menos uma das integrais do lado direito seja finita. Diz-se que uma funcao
f: X — [—o00,+00] é integravel se for mensurédvel e a sua integral for um nimero real.
Denota-se o conjunto das fungoes integraveis por L'(x). Dada uma fungao mensuravel

f: X — [—00,00] e um conjunto mensuravel E define-se a integral de f sobre F por

/Efdusz-xEdu.

Defini¢ao 1.4. Diz-se que uma propriedade € valida p-quase certamente (u-q.c.), se
¢ vdlida em todo o espago X exceto, possivelmente, num conjunto de medida nula. A
exemplo, diz-se que uma sequéncia de fungoes (f,)n converge para uma fungdo em ji-quase
todo ponto se existe um conjunto mensurdvel N com u(N) = 0 tal que f(x) = lim f,(z)
para todo v € X\N. !
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Sejam (X, F, i) um espago de medida, (Y, S) um espago mensuravele f : X — Y
uma fungio mensuravel, a medida v : § — R definida como v(A) = u(f~1(A)) = fiu(A),

VA € S, é uma medida em Y, a qual é chamada de medida imagem. Neste caso, tem-se
que a integral [gdv = [gd(po f7')= [go fdpu.

Os proximos resultados sao considerados como teoremas de convergéncia, os quais

trazem condigOes suficientes para se garantir a convergéncia, ou estimativas, de integrais

de funcoes.

Teorema 1.2. (Convergéncia mondtona). Seja f, : X — [—o0,+00] uma sequéncia

mondtona de fungoes mensurdveis nao negativas e seja f a func¢io definida por f(z) =

liTIZn fn(z). Entao
lim / fadp = / f(z)dp.

Demonstragio. Nota-se que a fungdo f é mensuravel. Como f, < f,11 < f, segue que

/fndﬂé /fn+1dM§ /fd/t

para todo n € N. Portanto, tem-se

i [ fudu< [ 7

Para estabelecer a desigualdade oposta, seja o um nimero real que satisfaz 0 < a < 1
e seja p uma fungdo mensuravel simples que satisfaz 0 < ¢ < f. Seja A, = {zr € X :
fn(x) > ap(x)} de modo que A, € F, A, C A1 ,e X = UA"‘ Assim

/ asodus/A fnduS/fndu

Como a sequéncia (A,) é mondtona crescente e tem uniao X, segue-se que

/god,uzlim/ wdpu.
An

Portanto, ao tomar o limite em relacao a n, obtém-se

a/gpduﬁlim/fnd,u.

Como isso vale para todo a com 0 < a < 1, infere-se que

/gpd,uglim/fnd,u.

e como ¢ é uma fungao simples arbitraria no espago que satisfaz 0 < ¢ < f, conclui-se

/fduzsup/soduélim/fndu
7 n

Ao combinar isso com a desigualdade oposta, obtém-se o que queriamos. [ |

que
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Teorema 1.3. (Lema de Fatou). Seja f, : X — [0,400] uma sequéncia de fungies
mensurdveis nao negativas. Entao, a funcio f : X — [—oo,+o0] definida por f(z) =

liminf f,,(x) € integrdvel e vale

/lim inf f,(z)dp < lim inf/fndu.

Demonstragio. Seja g, = inf{ fu, fms1, ...} de modo que g,, < f, sempre que m < n.

/%Wé/hwwmw,

/gmdug liminf/fn dj.

Como a sequéncia (g,,) é crescente e converge para liminf f,,, o Teorema da Convergéncia

Portanto,

de modo que

Monétona implica que
/(limninf fn)dp = lim/gm du
< limninf / frndpu.
[

Proposicao 1.2. (Convergéncia dominada). Seja f, : X — R uma sequéncia de fungoes
mensurdveis e suponha que existe uma fungdo integrdvel g tal que |f,(z)| < |g(x)| para
p-quase todo x € X. Suponha também que a sequéncia (f,), converge em p-quase todo

ponto para uma funcao f. Entdo f ¢ integrdvel e vale:

1?/n@:/ﬁm

Demonstragio. Redefinindo as fungoes f,,, f em um conjunto de medida 0, pode-se assu-
mir que a convergéncia ocorre em todo X. Segue-se que f é integravel. Como g+ f,, > 0,

pode-se aplicar o Lema de Fatou para obter

/mw+/ﬁm=/@+ﬁw

gmmﬁ/@+ﬁmu

= lim inf (/gdu—l—/fndu)
:/gd,u—i—liminf/fnd,u.

/fd,u < liminf/fnd,u.

Portanto, segue-se que
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Como g — f,, > 0, outra aplicacdo do Lema de Fatou produz

/gdu—/fduz/(g—f)du

< liminf/(g—fn) dp
S/gdu—limsup/fndu,

limsup/fndug/fdu.

/fd,u:lim/fndu.

Neste momento, serao trazidos algumas desigualdades fundamentais.

do qual se segue que

Infere-se entao que

Proposicao 1.3. (Desigualdade de Holder). Sejam p,q > 1 tal que % + % =1, entdao

R (/\frpdu)‘l’ ~ (/|grwu>‘l’,

ou, definido ||f|l, = ([ |f1%dp)7,
/- gl < 1Al - gl

Demonstragio. Supdem-se que ||f]], < oo e ||g]], < oo.
Seja a um numero real que satisfaz 0 < a < 1 e considere a fungdo ¢ definida
para t > 0 por
o(t) = at —t°.

E facil verificar que ¢/(t) < 0 para 0 <t < 1 e ¢/(t) > 0 para t > 1.
Decorre do Teorema do Valor Médio que ¢(t) > ¢(1) e que p(t) = (1) se, e

somente se, t = 1. Portanto, tem-se
t*<a-t+(1—a),t>0.

Se a, b forem nao negativos, fazendo t = a/b e multiplicando por b, obtém-se a desigualdade
a®b = < a-a+ (1 —a)b,

onde a igualdade é valida se e somente se a = b. Agora, sejam p e ¢ satisfazendo 1 < p < oo

e %D + % = 1 e tome o = 1/p. Segue-se que, se A, B sdo quaisquer nimeros reais nao

negativos, entao
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e que a igualdade se mantém se, e somente se, A? = BY.

Suponha que ||f][, # 0 e ||g||; # 0. O produto f - g é mensuravel e, sendo

L@, o)

e lgllq

plce due F@e@)] _ 1F@F | o)
flz)g(x fl)P  |g(x)|
el = PI7E + allgli

Como ambos os termos a direita sdo integraveis, segue-se que f - g é integravel. Além

disso, ao integrar, obtém-se
. 1 1
gl 1,1
I lllglls — 2 q
|

Um caso particular da desigualdade de Holder é a desigualdade de Cauchy-
Schwarz, onde p = ¢ = 2.

Proposicao 1.4. (Desigualdade de Minkowski). Seja p > 1 e suponha que f+ g é bem

definida, logo 1 1 1
(Jirsra = (fora)« (fora)-

Demonstragao. Supoem-se p > 1. f + g é evidentemente mensuravel. Como

|f +gl” < 2sup{(|f], lg[}]” < 2°(| " + [9]”)

segue-se que, se || f]|, < oo e ||g||, < oo, entao ||f + ¢g||, < co. Além disso,

\f+glP =1f+gllf+g"
<|fIf +glP~ " + gl f + g/

Portanto, pode-se aplicar a Desigualdade de Holder para inferir que

1

/iMf+mV%msHﬂu{/ﬂf+m%w%m}q
— 1 Fllp - 11 + gl

Se tratarmos o segundo termo a direita de forma semelhante, obtém-se

P P

LF+glly < LAl - 1L+ gl + gl - [1F + gl
2
= (IA1lp + Mlgllp) - [1f + glls -

Se A= ||f+4ql||, =0, entdo a equagdo ¢ trivial. Se A # 0, pode-se dividir a desigualdade

. ® .
acima por A«; como p — § = 1, conclui-se. [ |
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Observacao 1.2. A desigualdade de Minkowski pode ser generalizada de modo a obter-se

(/é;fkrpdu) < ; ([1sran)".
(/kf;fkpdu); si}(/wpdu);

Sejam (Ay, Fi, p1) e (Ag, Fa, o) dois espagos de medida, logo, o que define-se
como medida produto no espaco (A; X Ay, F; @ F;), onde F; @ F; = {By X By : By €
Fi1e By € Fo} é amedida py ® pe que satisfaz (pg @ po)(By X Ba) = pq(By) - pe(Bs), para
qualquer B; € Fi e By € F.

D=

ou entao

Teorema 1.4. (Teorema de Fubini-Tonelli). Seja f : A; x Ay — R ndo-negativa e

mensurdavel. Entao

= (f )= (1)

Demonstra¢io. A demonstra¢ao pode ser encontrada em [4]. |

Uma medida A em F é dita absolutamente continua em relacao a uma medida

pem F se B € F e p(FE)=0 implicam que A(E) = 0. Neste caso, escrevemos A << .

Teorema 1.5. (Radon-Nikodym). Sejam X\ e p medidas o-finitas definidas em F e
suponha que \ seja absolutamente continua em rela¢io a . Entao, existe uma funcao

f:Q — R nao negativa tal que
)\(E):/fdu,EEQ.
E
Além disso, a funcao f é determinada unicamente p quase todos os lugares.
Demonstra¢io. A demonstra¢ao pode ser encontrada em [1]. |

Observacao 1.3. O conceito usual de topologia que € visto frequentemente em cursos
de graduacao € utilizado para generalizar e desenvolver muitos conceitos importantes de
maneira significativa, entretanto, algumas propriedades em certos espacos, como o0s de
dimensao infinita, acabam ndo sendo possiveis de serem observadas nestas topologias,
a exemplo, em espacos de dimensdo infinita nao é garantido que o fecho de uma bola
unitaria seja compacta, o que “limita” o estudo desses espacos. Por esse motivo, surge o

que chama-se de topologia fraca®.
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Defini¢ao 1.5. Dada uma medida p € P(X), um conjunto finito ® = {¢1,...,¢n} de

fungoes continuas limitadas ¢; : X — R e um numero € > 0, define-se

Vip, ®,e) = {1/ e P(X): ‘/(bidy — /(bidu‘ < e, para todo z}

Define-se a topologia fraca* como a topologia definida por estas bases de vizi-
nhangas. Em outras palavras, os abertos da topologia fraca* sao os conjuntos A C P(X)

tais que para todo elemento p € A existe algum V (u, ®, ) contido em A.

Tal topologia pode ser entendida como sendo uma topologia induzida no espaco
das medidas de probabilidade através dos funcionais lineares limitados e da topologia do
espaco X. E feita de tal modo que seja o mais “fina” possivel, ou seja, de uma maneira
que consegue-se as propriedades desejadas no espaco.

Diz-se que uma sequéncia é fracamente convergente (denota-se como py, — p) se,

somente se, converge na topologia fraca*.

Lema 1.1. Uma sequéncia (fin)nen converge para uma medida p € P(M) na topologia

[ odua > [ odu

para toda funcdo continua limitada ¢ : X — R.

fraca® se, e somente se,

Demonstracao. Para os fins desse trabalho, nao sera demonstrado o resultado, mas pode-

se encontrar uma demonstragdo para um caso similar ao deste lema em [1]. [
Define-se a métrica induzida no espago P(A), como
d(p,v) = Sup | /fdu - /de\
sendo f: A — R uma fungao lipschitz.

Proposicao 1.5. Se X € espaco métrico separavel entao a topologia induzida pela distancia

d coincide com a topologia fraca* em P(X)

Demonstrag¢io. Pode-se encontrar uma demonstracao para a proposigao em [14] [ |

A distancia d nos permite induzir a topologia fraca*, porém, nao consegue-se que
P(X) seja completo com a métrica, desta forma, no Capitulo 2 serd introduzido uma

métrica em P(X) que garantird a completude do espaco.
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1.3 Conceitos da Teoria da Probabilidade

Neste momento sera discorrido a respeito dos objetos da teoria da probabilidade.
Neste contexto, serao utilizados os espagos de medida (€2, F) como espagos amostrais, o
qual seguira a formulacao axiomatica de Kolmogorov, ou seja, uma probabilidade P neste
contexto sera uma medida de probabilidade, como trazida anteriormente, logo, P : 7 — R
¢ uma medida tal que P(€2) = 1, onde F é uma o-algebra de (.

Em probabilidade sao estudados os “eventos aleatorios”, os quais pode-se conside-
rar como sendo aqueles que, ao serem repetidos nas mesmas condigoes, geram resultados
diferentes. Neste contexto, os espagos amostrais sao aqueles conjuntos que possuem todas
as possibilidades de resultados que pode-se obter ao realizar o experimento aleatério. E
os elementos da sigma algebra F sao chamados de eventos.

Sejam (2, F,P) espago de probabilidade e A, B € F eventos, com P(B) > 0,
define-se a probabilidade condicional de A dado B por

P(A|B) = —P(I’:(gf )
Quando P(B) = 0, define-se P(A|B) = P(A).

Proposicao 1.6. Dado B € F, a fungao P(:|B) que leva A em P(A|B) € uma medida de
probabilidade.

Demonstracio. A demonstracdo decorre diretamente da Proposicao 1.1, uma vez que

P(B) é constante e
P(QNB) P(B)
Fs($) = P(B) _P(B) -

Observagao 1.4. Pode-se observar que, dado a probabilidade condicional P(A|B) , tem-se
que
P(AN B) =P(A|B) - P(B).

Juntamente com o conceito de probabilidade condicional tem-se a nocao de even-

tos independentes. Os eventos aleatérios A e B sao ditos independentes se
P(ANB) =P(A)-P(B).
Neste caso, diz-se que A ¢é independente de B. Ou seja P(A|B) = P(A).

Definigao 1.6. Uma varidvel aleatoria X em um espaco de probabilidade (2, F,P) é
uma fungao mensurdvel definida no espago Q2. Ou seja, o conjunto {w € Q: X(w) <z} €
um evento aleatorio para todo x € R, isto é, {w € Q: X(w) <z} € F para todo x € R.
Também escreve-se {w € Q: X(w) <z} ={X < z}.
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Dado uma espago de probabilidade (€2, F,P), a distribui¢do de uma variavel
aleatoria X : 0 — Y é definida como sendo a medida de probabilidade em Y tal que, para
qualquer A C B(R),

m(A) = P(X~1(A)) = P(X € A) = Px(A).

Define-se o espago de probabilidade induzido por X como (Y,0(X),Py). Também
denota-se, para BC Y, X 1(B) ={w € Q: X(w) € B} = [X € B].

Diz-se que uma variavel aleatoria X ¢é discreta se existe um conjunto enumeravel
A={x1,29,23,...} CR tal que P(X € A) = 1.

Diz-se que X = (&},...,X,) é um vetor aleatério se X; for variavel aleatoria
para todo j = 1,...,n. Dado um espago de probabilidade (€2, F,P) e um vetor aleatério
X, define-se o espago de probabilidade induzido por X como (R", B(R™),Px), onde

P(B) = P({w € Q: X(w) € B}), B € B(R").

Diz-se que as varidveis aleatérias X, &s, ..., &, sdo independentes se P(X) €
By,..., X, € B,) =P(&; € By)---P(X, € B,,) para todos By, ..., B, € B(R). Dito de

forma mais sofisticada,
Py(By X -+ X By) =Py (By) -+ Py, (By).

Dada uma variavel aleatoria X, define-se a esperanca de X, ou média de X,

denotada por EX, por
EX = / X dP

Observagao 1.5. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias e a,b € R. Entdo pode-se obter que
ElaX 4+ 0Y] = aEX + DE) .

Proposicao 1.7. Sejam X e Y varidveis aleatorias e a,b € R. Entdo valem as sequintes

propriedades:
1. Se X =14 para algum A € F, entio EX = P(A);
2. 8e 0 <X <Y para todo w € 2, entdo 0 < EX <E).

Demonstracao. Primeiramente, observa-se que, se X = 14, entao X é uma variavel alea-
téria simples, onde
EX =1-P(X =1) =P(A).

Para a segunda afirmacao, basta observar que

EX:/IP(X>x)dx§/P(Y>:p)dx:Ey.
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E possivel mostrar que, dada uma varidvel aleatéria X e a, b, ¢ € R, valem que, se
X = cpara todo w, entao EX = ¢;se a < X < bpara todow, entaoa <EX < b;se X > 0
para todo w, entdao EX > 0; e, se X > 0 para todo w e EX = 0, entdo P(X =0) = 1.

Observagao 1.6. Pode-se provar' também que, se X e Y sdo independentes e ndo-
negativas, entao

E[x)] = EX - EY.

Neste momento serdo trazidos algumas desigualdades fundamentais relevantes

para o trabalho.

Proposicao 1.8. (Desigualdade de Markov). Sejam X uma varidvel aleatéria, X > 0 e

t > 0. Entado
E|X]’

Demonstragio. Como |X | > A'1xp>e, segue que
E|X|" > X -P(| X" > N,

Portanto,
ElXT*

P(X] 2 %) =P(X]' 2 X) < =5

Proposicao 1.9. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam X e Y tais que EX? < oo
e EY? < oo, entdo XY € integrdvel e

E[XY] < VEX?/EY?.

Demonstracio. A demonstracao segue diretamente da desigualdade de Holder. [

Dado um intervalo aberto I C R, diz-se que g : I — R é uma fun¢do convexa se
gla-x+0b-y) <a-g(x)+b-g(y) para quaisquer z,y € [ e a,b € [0,1] com a+b = 1. Essa
condi¢ao de convexidade pode ser reescrita da seguinte maneira: para todos r < z < y

em [, vale
9(2) —g(x) _ g(y) —9(2)

Z—x B Yy—z

Pode-se obter outras caracterizagoes de convexidade explorando a possivel diferenciabili-
dade de g. Se ¢ existe e é nao-decrescente em todo I, entao pelo Teorema do Valor Médio

g satisfaz a equagao acima, logo é convexa.

1O leitor pode encontrar uma demonstragdo dessa afirmacdo em [15].
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Proposicao 1.10. (Desigualdade de Jensen). Sejam I C R um intervalo aberto, g : I —
R uma fungdo convexa, e X uma varidvel aleatoria integrdvel assumindo valores em 1.
Entao

Elg(X)] > g(EX).

Demonstragao. Preliminarmente, afirma-se que, para cada z € [ fixo, existe ¢ € R tal
que g(w) > g(z) + c(w — z) para todo w € I (caso g seja diferenciavel, pode-se tomar
¢ = ¢'(z),logo o gréfico de g estd acima de suas retas tangentes). Com efeito, considerando
os possiveis valores dos lados esquerdo e direito da desigualdade

9(2) —g(x) _ 9(y) —9(=)
2= - Yy—z

obtém-se ¢ € R tal que

9(2) — g(x) <e< g(y) — 9(2)‘

Z—x y—z
para todo x < z e todo y > z, provando a afirmacao.

Finalmente, tomando z = EX e usando X no lugar de w, obtém-se
E[g(X)] > E[g(EX) 4+ ¢(X — EX)] = g(EX) + cEX — cEX = g(EX),
o que conclui a demonstracao. [ |

Observacgao 1.7. De maneira similar, pode-se encontrar a desigualdade de Jensen para
funcoes concavas, de modo que, se g : I — R € uma func¢do concava, ou seja para todos
r<z<yeml, vale

gla-z+b-y)>a-g(x)+b-gy),

e X uma varidvel aleatoria integravel assumindo valores em I, entdo
Elg(X)] < g(EX).

Definigao 1.7. Sejam (2, F,P) um espago de probabilidade, X uma varidvel aleatoria
estendida integrdvel ou nao-negativa, e G C F uma o-dlgebra. Diz-se que uma varidvel

aleatoria estendida Z é a esperanga condicional de X dado G, denotada Z = E[X|G],

/ZdIP:/XdIP
A A

Se pode definir também a esperanca de X dado ), onde X e Y sao duas variaveis

se Z ¢ G-mensuravel e

para todo A € G.

aleatorias, como

E[X[Y] = E[X|o(Y)].
Pode-se observar também que

P(A|F) = E[14]F].
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Teorema 1.6. A esperanca condicional Z = E[X|G] acima estd bem definida.

Demonstragio. Considera-se inicialmente o caso onde X ¢é nado-negativa e integravel.

Define-se a medida v no espa¢o mensuravel (€2, G) como
v(A) = / X dP para cada A € G.
A

Como v(2) = EX < oo, tem-se que é o-finita. E como v <« P, pelo Teorema de
Radon-Nikodym, a derivada % existe e é uma fungao boreliana definida no espago (2, G).

Observando que Z = % ¢ G-mensurdvel e satisfaz [, ZdP = [, X dP, conclui-se que

P
Z = E[X|G].
Supoe-se agora que X seja integravel. Pelo caso anterior, existem variaveis alea-
térias integraveis E[XT|G] e E[X~|G] tais que

/E[xﬂg] dP:/xidP
A A

para todo A € G. Definindo Z = E[XT|G] — E[X |G|, obtém-se,

AZdP:AE[X*\Q]—E[X\Q] P

:/AE[Xﬂg] dP—/E[X‘IQ] dP

A
:/X+d]ID—/X_dP:/XdP
A A A

para todo A € G, o que esta bem definido pois todas as variaveis aleatérias envolvidas sdo
integraveis. Portanto Z cumpre a definigdo de E[X|G], concluindo a demostracao deste
caso.

Por ultimo, supde-se que X seja ndo-negativa mas nao necessariamente integravel.
Toma-se uma sequéncia 0 < A, ~ X onde X, sao variaveis aleatorias simples nao-
negativas. Pelo caso anterior, existe E[X,,|G] para todo n. Tem-se, pelo teorema da

convergéncia monétona, E[X,|G] ' Z para alguma varidvel aleatéria estendida Z que é

/XdIP’:/Zd]P’,
A A

para todo A € G. Ou seja, Z cumpre a definicdo de E[X|G], concluindo a demostragao

G-mensuravel e satisfaz

do teorema. [ |

1.3.1 Cadeias de Markov

Considera-se o espago de medida (FE,F) para o que serd feito a seguir.
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Uma sequéncia de variaveis aleatdrias (X,,) é chamada cadeia de Markov se

para todo conjunto mensuravel A tem-se
IED()(nJrl € A‘XO> s 7Xn) = ]P)(XnJrl € A’Xn)

Desta forma, pode-se entender como cadeia de Markov uma sequéncia de “acontecimentos”
na qual o que ocorreu no “passado” nao é relevante para se entender o que vai acontecer
no “futuro”, apenas o “presente” o é.

Nesse texto serd trabalhado apenas com cadeias Markov homogéneas. Para definir

esse conceito, precisa-se dizer o que é uma probabilidade de transicdo.

Definicao 1.8. Uma probabilidade de transicao em E é uma fungio de EE X F em
[0,1] tal que

(a) A fun¢io A — p(x, ) é uma probabilidade para todo x;
(b) A fungao x — p(x,\) é mensurdvel para todo A.

Diz-se que uma sequéncia de varidveis (X,) é uma cadeia de Markov homogénea

com probabilidade de transicao p se
]P)(Xn—i-l S A|X(), ... 7Xn) = p(Xn, A)

para todo mensuravel A.
A probabilidade de transicao p determina completamente a distribuicao das va-
riaveis X,,. De fato, se X,, tem distribuicao m, entao X, tera distribuicao T'm onde T’

é um operador que age no espaco das probabilidades definido por

Tm(A) = /p(x,A) dm(z).

Para essa afirmacao, basta observar que

Pode-se observar que, se m for a distribuicao de Xy, T™m sera a distribuicao da
variavel X,,, onde entende-se o inteiro n como um “tempo” na sequéncia.

Seja Xo, X1,..., uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes tomando
valores em {1,..., k} com mesma distribuicao v = p1d; + - - - + prdy. Seja Zp uma varidvel

aleatéria com valores num espago métrico M independente de X = {X,,: n > 0}.
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Considere fung¢oes continuas fi,..., fr: M — M e defina a sequéncia de variaveis

aleatorias
Znt1(W) = fXu@@) 0 0 [xo(w) (Zo(w)) = fx,(Zn). (1.1)
Proposicao 1.11. A sequéncia Z,, n > 0, é uma cadeia de Markov homogénea com

probabilidade de transicdio dada por

Pz, A) = / La(fi(a)) dv(i)
Demonstragdo. Precisa-se mostrar que para todo Boreliano A tem-se que

P(Zyor € AlZo, Z1, ..., Zo)(w) = p(Zn(w), A)

para P-quase todo ponto w. Para isso, seja B € o(Zy, ..., Z,). Tem-se que verificar
[ 1Zai()) @) = [ p(Za(0), ) P,
B B

Note que o(Zy, ..., Z,) C 0(Zy, Xo, ..., Xn-1), e 0(Zoy, Xo, .., Xn_1) é a o-algebra gerada
pela aplicacao

w) = (Xo(w), ..., Xn_1(w), Zp(w)).
Assim, B é um conjunto da forma ¢~!(B’) onde B’ é um conjunto mensuravel de {1, ..., k}"x

M. Entao tem-se que

/ 1a(Zpy1) dP = / 14(Zp1) 1 dP
B

=/1A(fxn o0 fro(Zo) 15 (Xor .. X1, Zo) dP
Defina IT: {1,..., k}"" x M — R por
(g, -y, ) = 1a(fa, 0+ 0 foo (@) 1p(0, ..., 001, ).

Entao
/BlA(ZnH(w))dIP’(w) :/H(XO,...,XH,ZO)IP’.

Como Xy, ..., Xn, Zy sao independentes entao a distribuicao do vetor (X, ..., X,, Zy) é

v % . Conclui-se que

/BlA(ZnH(W))dP(W) = // La(fan © =0 fao(@))1pr(Q0, - - s 01, ) dV™ ™ dp

Como
/ La(fo 00 fan(£))d() = p(fay 1 0+ oo (), A)

entao conclui-se que

/B 14(Zos () dP(w)

/p(fan1 ©---0 fao(m)7A)1B’(a07 B 7an—17x) dy”du

/ p(fx, 00 fx,(Zy), A) dP.

B
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Medidas estacionarias

Chama-se medida estacionaria de uma cadeia de Markov homogénea com pro-

babilidade de transi¢do p, uma medida = € P(Q) tal que

m(A) = /W(dx)p(x,A).

Ou seja, diz-se que uma medida é estacionaria se T'm = m, em outras palavras,
se Xy tem distribuicao m, entao m também sera a distribuicao de X,,, para qualquer n.

Considerando p(z, A) = [ 14(fi(x)) dv(i), tem-se, pelo teorema de Fubini-Tonelli,

// La(fi(x)) dv(i)(de) // 1a(fi(2)) 7(da)du (i)
~ [ =t / fon(A

que
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Capitulo 2
Transporte 6timo

Neste capitulo serao trabalhados os conceitos e resultados relacionados a teoria do
transporte 6timo, ao problema de Monge-Kantorovich e a métrica de Wasserstein. Para

tal, utiliza-se como referéncia [20] e [3].

2.1 O problema de Monge-Kantorovich

Neste momento, serd discorrido sobre o problema que foi o “ponta pé” da teoria
do transporte 6timo, posteriormente chamado de “O problema de Monge-Kantorovich”.

Inicialmente, o problema que foi trazido por Gaspard Monge (1746-1818) (Figura
2.1) era, basicamente, entender como transportar areia de um determinado local para
varios outros locais, os quais sd@o todos conhecidos (Uma ilustracdo pode ser visto na
Figura 2.2, onde o ponto xy é onde serd “retirado” a areia, os pontos y1, 42 € y3 sdo onde
serd “despejado” e ¢(xg, y;) é o custo de transportar do ponto xy ao ponto y;). O que tem-
se que observar nesse problema é como e em que parte do local sera feito a extragao da
areia e para qual local deve ser levado. O porque se resume ao custo que esse transporte
tem, devido, principalmente, ao peso e ao tempo que se leva para o fazer. Monge assumiu
que o custo de transporte de uma unidade de massa ao longo de uma certa distancia era
dado pelo produto da massa pela distancia.

Uma outra interpretacao do problema proposto por Monge seria o seguinte: Em
uma cidade da Bahia existe uma grande franquia de padarias que distribui os seus paes que
sao feitos na madrugada para estabelecimentos nas cidades vizinhas de modo que a entrega
aconteca antes do horario de funcionamento do estabelecimento em si. A quantidade de
pao que deve ser produzido em cada uma das padarias da franquia e quanto deve ser
enviado para cada padaria das cidades vizinhas é conhecido de forma antecipada, sendo
assim possivel modelar matematicamente (o que serd falado logo em breve). O problema é

encontrar na pratica onde cada unidade de pao deve ir, de forma a minimizar o custo total
25
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Figura 2.1: Gaspard Monge

Fonte: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Monge/

Figura 2.2: Exemplificando o transporte de areia

C.{xo);o')
>

/'\1
—
_V__/ q

Xo —\
¢

Fonte: os autores

de transporte. Esta maneira de interpretar é um meio de observar que este problema pode
ser utilizado para mais que transportar fardos de areia, mas também aplicar em outras

esferas, como em economia.

Monge estudou o problema em trés dimensoes para uma distribuicao continua
de massa. Guiado por sua intuicdo geométrica, ele fez a importante observagao de que
o transporte deveria seguir linhas retas ortogonais a uma familia de superficies. Este
estudo o levou a descoberta de linhas de curvatura, um conceito que por si s6 foi uma
grande contribuicao para a geometria das superficies. Suas ideias foram desenvolvidas
por Charles Dupin e mais tarde por Paul Appell. Pelos padroes mateméaticos atuais,
todos esses argumentos eram falhos, mas certamente o problema trazido por Monge se
fez relevante para ser estudado com ferramentas modernas. Posteriormente, o problema

proposto por Monge geraria a principal ferramenta deste capitulo, o acoplamento 6timo.

Mais tarde o problema de Monge foi revisitado por Leonid Vitalyevich Kanto-
rovich (Figura 2.3). No caso que é de interesse direto para o estudo do problema do
acoplamento 6timo, Kantorovich enunciou e provou, por meio de ferramentas analiticas

funcionais, um teorema de dualidade que desempenharia um papel crucial posteriormente.
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Ele também concebeu uma nocao conveniente de distancia entre medidas de probabilidade
que ¢é hoje chamada de distancia de Kantorovich—Rubinstein, ou, como serd mencionada

neste trabalho, distancia de Wasserstein, que se provou ser particularmente flexivel e 1til.

Figura 2.3: Leonid Vitalyevich Kantorovich

Fonte: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Kantorovich/

Foi apenas varios anos apds seus principais resultados que Kantorovich fez a
conexao com o trabalho de Monge. Kantorovich também estabeleceu uma hipétese mais
fraca do problema de Monge, enquanto Monge considerava que toda massa de um ponto
x fosse transportada para um tunico ponto y, Kantorovich estabeleceu que a massa x
pudesse ser transportada para mais de um ponto, o que gerou alguns resultados bastante
relevantes. O problema do acoplamento 6timo desde entao tem sido chamado de problema
de Monge-Kantorovich.

Dada a contextualizacdo acima, serd observado agora como associar o problema
de Monge-Kantorovich com medidas de probabilidade.

Pensa-se da seguinte maneira: dado o problema de transporte de paes, entende-se
como X o espago cujo os pontos representam as padarias da franquia citada e o espago
Y cujo os pontos representam os estabelecimentos das outras cidades que serao entregues
os paes. Desta forma, pode-se observar que a funcao c(z,y) que é a distancia do ponto x
ao ponto y sera a funcdo que representara o custo de transporte da padaria x da franquia
para o estabelecimento y.

Assim, pensa-se entdo em medidas ;1 € P(X) e v € P(Y), onde, como nesse caso
X e Y sao discretos, p representa a forma como sera a porcentagem de paes que sairdao
do ponto de partida uma padaria x; e v representa a quantidade de paes que chegarao no
destino, um estabelecimento y;. Ao pensar desta maneira, tem-se que, ao escolher uma pa-
daria e um estabelecimento aleatoriamente, pode-se estar avaliando o custo do transporte
com a distancia vezes a quantidade a ser distribuida pensando nessa quantidade através
das medidas p e v separadamente, isto pode gerar algumas interpretacoes que nao leva-
riam na otimizacao desse custo. Para contornarmos isso, faz-se o seguinte, considera-se

que, agora, pode ser feito entregas de paes de uma padaria z; para mais de um estabe-
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lecimento y; e uma padaria y; pode receber paes de mais de um local; considera-se uma
probabilidade v no espaco X x Y, onde associa um par (z;,y;) € X x Y a distribuicao a
ser feita naquela escolha de entregar de x; em y;, assim, dy descreve a distribuigao que foi
feita dos x;’s para os estabelecimentos, ou seja, escolhe-se uma medida de probabilidade
v € P(X xY) de tal modo que y(X x {y;}) = v({y;}) e v({z:} xY) = pu({x;}), para
{y;} €Y e {z;} C X. Desta forma, para otimizarmos o custo da entrega, faz-se o infimo

da média da funcao custo com relagao a probabilidade 7, ou seja, resume-se em

inf/ c(x,y) dy.
T JXxY

Toda a formalidade e construgao de tal conceito sera explanado na secc¢ao a seguir.

2.2 Existéncia de um Acoplamento Otimo e Distancia

de Wasserstein

Neste momento, serao discutidos topicos da teoria do transporte 6timo, nos quais

busca-se a base para as ferramentas do estudo de sistemas de fungoes iteradas.

Definicao 2.1. Dadas as medidas p € P(X),v € P(Y), um plano de transporte ou
acoplamento de i e v é uma medida de probabilidade v € P(X xY') tal que y(AXY') =
w(A) e y(X x B) = v(B) para todos mensurdveis A C X e B CY. Denota-se o conjunto

de todos os acoplamentos de p,v como Il(u,v).

Uma outra maneira que pode-se definir é: dadas as medidas p € P(X),v € P(Y),
um acoplamento de (u, ) é a construgao de duas varidveis aleatérias X' e ) no espago de
probabilidade (X x Y, P), tal que X.P = p e Y.P = v. Observa-se que as duas formas de
definir-se sao equivalentes, neste trabalho, utiliza-se a maneira mais conveniente para o
que se quer provar e estudar.

O que sera buscado aqui é uma maneira de minimizar a esperanca de uma funcao
custo dada de um problema de transporte 6timo, ou seja, dadas u, ¥ medidas de probabili-
dade de X e Y respectivamente, e uma funcao custo ¢, quer-se encontrar um acoplamento
tal que minimize Ec(X,Y) (funcdo custo total), onde chama-se tal acoplamento que re-
aliza tal minimo de acoplamento 6timo. Uma pergunta pertinente seria se tal minimo

existe. Ver-se entao uma propriedade importante dos acoplamentos 6timos, eles existem.

Teorema 2.1. (Ezisténcia de um acoplamento 6timo, Villani 2009). Sejam (X, pu) e
(Y,v) dois espagos de probabilidade metrizaveis, separdveis e completos; sejam a : X —
RU{—o00} eb:Y — RU{—o00} duas funcoes semicontinuas superiores tais que a € L' (1),

be L' (v). Sejac: X xY — RU{+o00} uma fungio custo semicontinua inferior, tal que
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c(x,y) > a(z) + b(y) para todo x,y. Entdo existe um acoplamento de (p,v) que minimiza

o custo total Ec(X,)) entre todos os acoplamentos possiveis.

A suposicao de limite inferior que é dada para ¢ é utilizada para garantir que a
fungao custo total Ec(X,)) esteja bem definido em R U {4+00}. Na maioria dos casos -
embora nao seja em todos - pode-se escolher a =0 e b = 0.

Para a demonstracao do Teorema 2.1 utiliza-se o Teorema de Prokhorov e os
Lemas 2.1 e 2.2.

Teorema 2.2. (Teorema de Prokhorov) Se X é um espago métrico, completo e separdvel,
entao um conjunto P C P(X) é pré-compactado (ou seja, seu fecho é um conjunto
compacto) em relagao a topologia fraca se, e somente se, for rigido, ou seja, para qualquer

e > 0 existe um conjunto compacto K. tal que p[X\K.| < e para todo u € P.
A demonstragao do Teorema de Prokhorov pode ser encontrada em [16].

Lema 2.1. (Semicontinuidade inferior da func¢io custo). Sejam X e Y dois espagos
métricos, completos e separdveis, e ¢ : X XY — RU{+o0} uma fungdo custo semicontinua
inferior. Seja h: X xY — RU{—o0} uma fun¢io semicontinua superior tal que ¢ > h.
Seja (mg)ken uma sequéncia de medidas de probabilidade em X XY, convergindo na

topologia fraca para algum m € P(X xY), de tal forma que h € L'(m,) N LY(7), e

/ hdm, — hdm,
XxY XxY

quando k — +o00. Entao

/ cdr < lim inf/ cdmy.
XxY k—oo Jxxy

Em particular, se ¢ for ndo negativa, entdo F : m — [cdn é semicontinua inferior em

P(X xY), na convergéncia da topologia fraca.

Demonstragio. Considerando ¢ como ¢ — h, pode-se assumir que ¢ é uma funcao semi-
continua inferior ndo negativa. Entao ¢ pode ser escrito como o limite pontual de uma
familia ndo decrescente (¢;);en de fungoes continuas reais. Pelo teorema da convergéncia
monotona,

/ cdr = lim | ¢gdr = lim lim | ¢dm

=00 l—00 k—o00

< liminf/cdﬂk.

k—o0
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Lema 2.2. (Rigidez dos acoplamentos). Sejam X eY dois espagos métricos, completos
e separdveis. Sejam P C P(X) e Q@ C P(Y) subconjuntos rigidos de P(X) e P(Y)
respectivamente. Entao o conjunto II(P,Q) de todos os acoplamentos cujas marginais

estio em P e Q) respectivamente, € ele proprio rigido em P(X x Y).

Demonstragio. Sejam p € P, v € Q e € ll(p,v). Por suposi¢ao, para qualquer € > 0
existe um conjunto compacto K. C X, independente da escolha de p em P, tal que
p[X\K.] < €/2 e, similarmente, hd um conjunto compacto L. C Y, independente da

escolha de v em @, tal que v[Y'\L.] < ¢/2. Entao para qualquer acoplamento de (u, V),

P[(X,) ¢ K. x L] < PX ¢ K]+ Py ¢ L] <2 =<

O resultado desejado segue uma vez que este limite é independente do acoplamento, e

K. x L. é compacto em X X Y. [

Demonstragio. (Teorema 2.1) Como X e Y sdo espagos métricos, completos e separdveis,
{p} é rigida em P(X) e, similarmente, {v} é rigida em P(Y’). Pelo Lema 2.2, TI(u,v) é
rigido em P(X x Y), e, pelo teorema de Prokhorov, este conjunto é pré-compacto. Ao
passar o limite na equacao das marginais, vemos que II(u, v) é fechado, entao é, de fato,
compacto.

Seja (7 )keny uma sequéncia de medidas de probabilidade em X x Y, tal que
[ ¢dmy converge para o infimo do custo total. Extraindo uma subsequéncia se necessério,
pode-se assumir que 7, converge para algum 7 € II(p, v). A fungao h : (z,y) — a(x)+0b(y)

pertence a L'(m;) N LY(), e ¢ > h por hipdtese; além disso,

/hdwk:/de:/adu—l—/bdy;

entao o Lema 2.1 implica
/Cdﬂ' < liminf/cdﬂk.
k—o0

Assim, 7 é minimizante. [ |

Sejam pg, 11 € P(X), logo, os acoplamentos de pyg, i1 sdo as medidas de pro-
babilidade v € P(X x X) tais que v(A x X) = ug(A) e ¥(X x B) = p1(B) para todos
mensuraveis A, B C X. Denota-se como I'(f, f41) 0 conjunto de todos os acoplamentos de
Lo, p1- Assim, dadas essas nog¢oes, pode-se definir entdo uma das principais ferramentas do
presente estudo, uma métrica especial induzida no espac¢o das medidas de probabilidade
P(X), a distdncia de Wasserstein:

Definicao 2.2. A distancia de Wasserstein de expoente q entre duas medidas de
probabilidade é dada por:
Wy (o, 1) = Cylw, 1))

onde Cy(vp, 1) € o custo total Cy(vp,v1) =  inf /d(x,y)qdv(m,y).

’YGF(V(),Vl)
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Considerando o abordado até o momento, serd utilizado o Teorema 2.1 para
concluir que, no principal contexto deste trabalho, sempre consegue-se a existéncia de um

acoplamento 6timo.

Corolario 2.1. Seja X um espaco de probabilidade metrizdvel, separdvel e completo.
Seja d : X x X — R a métrica induzida no espagco X. FEntao existe um acoplamento
v € Do, p1) que realiza o infimo do custo total Cy(pio, 1) entre todos os acoplamentos

possivers.

Demonstra¢io. Pode-se observar que, Vq, d(z,y)? > 0 e é continua, assim, como ji co-
mentado, pode-se considerar a fungao custo como ¢(z,y) = d(z,y)?, a=0e b= 0, o que
ird satisfazer o Teorema 2.1, logo, existird um acoplamento 6timo que realizard o infimo

do custo total Cy(po, f11). [ |

Desta forma, tem-se que, se X for um espago de probabilidade metrizavel, sepa-

ravel e completo, entao

W,y(vo, 11) = ( / d(z,y)" dy(x,w)mi“u’;)

entdo o espago P(X) com a métrica W, serd um espago métrico completo, o que serd

provado a seguir.

Observagao 2.1. Observa-se que, pela desigualdade de Hélder, para p < g = Wy(p,v) <
W,(u,v). De fato, para qualquer v € I'(u,v), aplica-se a desigualdade de Hélder com
q/p > 1 e obtém-se:

/Xd(:c,y)p dy(z,y) < (/X d(x,y)qdq/(x,y))q (X X X)T

(/X d(z,y)* dy(z, y))

Por outro lado, se d € uma distancia limitada, tem-se

/Xd(%y)qdv(x,y) = / d(z,y)Pr ) dy(z, y)

X

I3

< diam(X)"? - /X d(z,y)P dy(z,y)

o que tmplica
Wy(1,v) < diam(X)=2/5 . W, (1, v/
Em particular, as distancias sao equivalentes quando a distancia é limitada.
Serd focado em demonstrar a completude do espago P(X) com a métrica de
Wasserstein, logo, nao serda provado que W, é uma métrica em P(X), porém, o leitor

pode encontrar uma demonstracao em [3].

Para o Lema 2.3, sera utilizado o Férmula de Kantorovich-Rubinstein:
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Teorema 2.3. (Férmula de Kantorovich-Rubinstein). Para X um espago metrizavel,

separavel e completo e c=d : X X X — R, tem-se

wf [ dwden) = s [ o) - o))

V€L (kv) ¢l Lip<1

Demonstra¢io. Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [6]. [ |

Lema 2.3. Seja X um espago de probabilidade metrizdvel, separdvel e completo € { iy }nen
uma sequéncia de Cauchy em Pp(X) = {p € Plzg € X, [ d(x, z0)? du(z) < +o0} (0 qual

nao depende de xo) com a distancia de Wasserstein W,. Entao, {j, tnen € rigida.

Demonstragio. De acordo com a Observagao 2.1, {fin}nen também é de Cauchy com

respeito a métrica W;. Tem-se que, dado € > 0, existe NV € N tal que
n > N = Wi(pn, un) < €.
Serd provado agora que, dado n € N, existe j € {1,2,..., N} tal que

Wl(:una /'I’J) < 62'

De fato, se n € N escolhe-se j = N;sen < N escolhe-se j = n. O conjunto {1, pi2, ..., tin}
¢ um conjunto finito de medidas de radon, logo, ¢ rigido. Isto significa que existe um con-

junto compacto K tal que
1 (X\K) < 2
para todo j € {1,2,..., N}. Sendo K compacto, pode-se cobrir K por um ntimero finito

de bolas de raio e:

K C UB(xi;e) =U
i=1

Aumentando U pelo fator e:
U.:={zxeUldx,U) < e}

pode-se considerar uma funcao continua ¢ que satisfaca Xy < ¢ < Xy.. Pode ser tomado

como exemplo de funcao do tipo como

o) = (1- 22 |

3

que é 1/e-Lipschitz. Tem-se, pela férmula de dualidade de Kantorovich-Rubinstein,

:/XUadMnZ/¢dun
~ [odu+ [odun~ [odn,

Wi (b,
> (U — +ﬂ>



2.2. Existéncia de um Acoplamento Otimo e Distancia de Wasserstein 33

Para j < N tem-se que u;(U) > pj(K) > 1 — € e que, para cada n, pode-se usar a

afirmagao acima para limitar Wj. Logo, para todo n € N,
tn(Ue) > 1 — 2e.

Como U, pode nao ser compacto, faz-se entdao o seguinte: trocando € por €/ 241 acima,

obtém-se
m(l

)
L, U B(zi;2) | >1—¢/2
i=1

e define-se
+o00 m(l)

K = ﬂ U B(x;;2Y).

=1 i=1
Assim, por construcao, K é totalmente limitado: dado qualquer € > 0, existe uma co-
bertura finita por bolas abertas de raio . Sendo totalmente limitado e fechado em um

espaco métrico completo, K é compacto. [ |

Proposicao 2.1. Se X € um espacgo de probabilidade metrizdvel, separdvel e completo, e

q € R fizado, entio (Py(X) W,) € um espago metrizdvel, separdvel e completo.

Demonstragdo. Seré provado inicialmente que (P,(X), W,) é um espaco separavel: considera-

se {z;}ien C X um subconjunto denso enumerével de X e define-se

N
D:{E}ﬂMnEQeNEN}
=1

Em outras palavras, D é o conjunto de combinacdes lineares finitas e com coeficientes
racionais de massas unitarias nos pontos de {x;}. Ja que u € P,(X), tem-se que, dado

g > 0, existe um compacto K C X tal que
/ d(x, z0)” dpu(x) < .
X\K

Utiliza-se este € > 0 para obter uma cobertura finita (com centro em alguns z;) do

compacto K:
N €
KcC B(ﬁ—»

Além disso, obtém-se uma cobertura disjunta ao considerar:

N
Kc|JB:

=1

onde
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Define-se
T, se x € By\K,k=1,2,...,N;
zo, se x € X\ K.

flz) =

Nota-se que f.u € D, pois

(fup) (A) = u(f~1(A))

N

= M(X\K)(Szo + Z M(E N K)é;m

i=1
N
=: E ;0
i=1

Além disso, tem-se d(zx, f(z)) < € para todo z € K, de modo que

[ e sy ano = [

; d(z, f(X))Pdu(X) + / d(z, xo)? du(x)

X\K
< Pu(K) + el = 2eP.

Utilizando que (I, f).p € T'(, fopt), tem-se que
Wi, fup) < 27,

o que mostra que D é denso em P,(X).

Para mostrar que P,(X) é completo, basta supor que X é um espago métrico
completo. De fato, seja py, uma sequéncia de Cauchy em P,(X). Entdo, pelo Lema 2.3,
{p} é um conjunto rigido. Segue do Teorema de Prokhorov que existe uma subsequéncia
fracamente convergente py,;, — p. Por semicontinuidade inferior do custo total, tem-se

que
/ d(x, x9)?P dp(x) < lim inf/ d(x, 20)? dug, (v) < +00
X X

J—00

e, logo, i € Pp(X). Por semicontinuidade da distancia W, tem-se

de modo que

lim sup W, (u, px;) < limsup Wy, (pug,;, pir;) = 0.

i——400 i,j——+00
Segue que j;, — p € Pp(X) em distancia. Sendo py uma sequéncia de Cauchy com

subsequéncia convergente, p; € convergente. [ |

Com a métrica de Wasserstein pode-se induzir uma topologia no espago P(X),
a qual coincidird com a topologia fraca* trazida no Capitulo 1, porém, agora, tem-se que
0 espago ¢ completo com a métrica, o que permitird que sejam usados alguns resultados,

tais como o Teorema do ponto fixo de Banach.



Capitulo 3
Sistemas de funcoes iteradas

Neste capitulo sera trabalhado os conceitos e resultados relacionados a Medidas
Estaciondrias para Sistemas de Fungoes Iteradas (SFI) e o “elo” entre esses conceitos e a

Teoria do Transporte Otimo. Para tal, utiliza-se como principal referéncia [10].

3.1 SFI’s e fractais

Neste momento utilizam-se algumas ideias de [19] e [15]. Inicialmente, observa-se
uma maneira de gerar fractais, desta forma, comecga-se a partir deste ponto, assim, traz-
se o procedimento abaixo: Considera-se inicialmente trés pontos dispostos em um plano
de modo que, se liga-los, formam um tridangulo equilatero. Assim, escolhe-se um ponto
aleatoriamente dentro da area do tridngulo (como na Figura 3.1), apés, escolhe-se um dos
3 vértices de maneira aleatéria. Em sequéncia, marca-se o ponto médio entre o ponto
escolhido e o vértice escolhido (como na Figura 3.2). Em seguida, escolhe-se novamente
um dos 3 vértices aleatoriamente; ap6s, marca-se o ponto médio entre o ponto marcado
anteriormente e o vértice que foi escolhido. Repete-se o processo infinitamente, assim,
gera-se como figura geométrica, o Tridngulo de Sierpinski' (A Figura 3.3 representa a
imagem gerada apds 1012 iteragoes).

O processo descrito acima é um exemplo classico de um fractal gerado por um
processo regido por uma cadeia de Markov. Tal cadeia de Markov é definida da seguinte
forma: Considere as fungées 71,75, 75 : R* — R? onde Ty(z,y) = (%, %), Ta(x,y) =
(2+3,Y), Ts(x,y) = (3+1, 4+3). Sejam Xy, X1, . .., uma sequéncia de varidveis aleatérias
independentes tomando valores em {1,2,3} com mesma distribui¢do v = %51 + %52 + %53.

Seja Zy uma varidvel aleatéria com valores em R? independente de X = {X,,: n > 0}.

1O leitor pode encontrar uma simulacio deste processo no site https://apps.univesp.br/

jogo-do-caos/
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Figura 3.1: Processo apds 0 iteracoes

A

. — — - _
A -

Fonte: imagem gerada através do site https://apps.univesp.br/jogo-do-caos/

Figura 3.2: Processo apés 1 iteracao

-]
1

Fonte: imagem gerada através do site https://apps.univesp.br/jogo-do-caos/

Figura 3.3: Processo apds 1012 iteragoes

Fonte: imagem gerada através do site https://apps.univesp.br/jogo-do-caos/

Define-se a sequéncia de variaveis aleatorias

Zng1(W) = Tx, ) © 0 Txyw)(Zo(w)) = Tx,(Zy)-

Tal sequéncia de variaveis aleatérias é uma cadeia de Markov homogénea pela Proposicao
1.11. Esta sequéncia é a que desenha a imagem que estd sendo gerada, que é conhecida
como Tridangulo de Sierpinsk.

Sendo T(A) = Ty (A) U Ty(A) UT3(A), para A C R?, tem-se que T' é chamado
de operador de Hutchinson, o qual, possui um tnico ponto fixo atrator, que é chamado
de atrator de Hutchinson. Neste caso, o Triangulo de Sierpinsk. Tal resultado, em um
ambito mais geral, é provado por [9].

Considerando ® = {T17,T5, T3} e v definida acima, este é um dos primeiros exem-
plos de Sistemas de Fungoes Iteradas (SFI’s) que se conhece. Onde serd definido com

toda a formalidade na proxima secao.


https://apps.univesp.br/jogo-do-caos/
https://apps.univesp.br/jogo-do-caos/
https://apps.univesp.br/jogo-do-caos/
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SFI’s é um conceito que também é utilizado no processo de compressao de ima-
gens. Tem-se um método de compressao pode reduzir consideravelmente o tamanho de
uma imagem quando a comprimi, um desses métodos é chamado por [1 1] de fractal image
compression (compressao de imagens fractais - tradugao nossa). Esta compressao se faz
muito util no mundo digital, ja que em alguns casos se quer realizar transferéncias de

dados mais rapidas e de maneira mais eficiente.

3.2 SFI’s que Contraem na Média

Agora serao trabalhados os conceitos relacionados a sistemas de fungoes iteradas,
sua defini¢ao, defini¢oes auxiliares e resultados.

Seja (X, d) um espago métrico completo, I um conjunto de indexagoes e ¢ =
{¢i : i € I} uma familia de fungdes continuas ¢; : X — X. Chama-se de Sistema de
Funcgées Iteradas o par (®,7), onde n € P(I).

Um SFI pode ser estudado como uma cadeia de Markov, basta considerar o
caso (1.1), assim, define-se a cadeia de Markov (Z,),>0 tal que Z,(x) = dx,_(z)0 -0
Pxo(z)(Z0(2)), onde (A;,)n>0 ¢ uma sequéncia de variaveis aleatérias assumindo valores em
1.

Dado um SFI, sabe-se que ha casos em que cada ¢; é uma contracdo, basta
considerar o trazido na secao anterior a exemplo, porém, pode-se ter uma hipdétese um

pouco mais fraca sobre o sistema, como o de contragao na média.

Definicao 3.1. Diz-se que um SFI contrai na média se existirem constantes ¢ > 0 e

0 < p<1 tais que
/ A(64(x), 6i(y))? dn(i) < pd(z, )’

para todo x,y € X.

Exemplo 3.1. Sejam a € (0,1) eb e (1,1), I ={0,1}, n € P(I) e ® = {¢o, $1} tais
que n({0}) = n({1}) = 3 e do(z) = az,¢1(x) = b + 1,Vz € R. Além disso, considere
q € (0,q0) onde qy ¢ a solugio unica em (0,400) de a®™ + b™ = 2. Entdo, (®,n) é um

sistema de fungoes iteradas que contrai na média.

Dado o Exemplo 3.1, se pode mostrar que (®,7n) contrai na média de maneira
simples. Primeiro observa-se que a funcao g — a? + b? é convexa, onde também tem-se
que é monotona decrescente em algum intervalo (0, ¢;) e a?+b? — 400, quando g — +00,

de modo que esta fungao assume o valor 2 apenas em 0 e gy. Além disso

[ 16i2) = axtwlranti) = e + 1)le —
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assim, o SFI contrai na media quando g < ¢, com razao p = %(aq + b7).

Neste capitulo serao utilizados as ferramentas de transporte 6timo trazidas no
Capitulo 2 para se extrair resultados pertinentes referentes a SFI's que contraem na
média. Antes disso, serd apresentado algumas ferramentas, pequenos resultados conside-

ravelmente uteis, referentes a SFI's que contraem na média.

Lema 3.1. Se (®,n) satisfaz [ d(zo, ¢i(20))?dn(i) < A, para ¢ > 0,A > 0 e xo pré fizado,
e contrai na média, entao para todo ¢' € (0,q) ele também satisfaz as hipdteses para as

contrantes ¢/, p/ = p?/9 e A’ := AT/,

~ . . ~ ! 7/ A .
Demonstracio. Primeiro, observa-se que a funcio r — 7/ é concava, logo, aplicando a

desigualdade de Jensen, tém-se que

/ﬁwmm@@wdmwz/uwmm@wWWMmm
"/q

< ([ a0 i)

< (pd(z,y)")"""
_ pql/qd(:(:, y)q’.

Aplica-se novamente a desigualdade de Jensen e obtém-se

/ﬁ@m@@wwmmwszum@umwﬂﬁmm

(/ d(xo,asi(xo))qdn(i))q//q

(A)q’/q.

IA

VAN

Os préximos dois lemas permitem reduzir as condigdes de contracao na média ja

apresentadas a “outras hipdteses de contragdo na média”, incluindo as utilizadas por [3].

Lema 3.2. Se (®,n) satisfaz

[ 1o Livténdn(i) <0 ¢ 3p > 0. [ Liptoryan(i) < +oc,

entao existe ¢ > 0, p € (0,1) tal que o sistema contrai na média.

Demonstra¢ao. A ideia é simplesmente diferenciar [ Lip(¢;)'dn(i) com relagdo a ¢ em
t = 0; serd usado truncamento para diferenciar sob o sinal integral.

Para todo n € N, considere as fungdes f,, : I — R e F, : (0,p] — R definidas por

ﬁ@:mwwwm»wwumw:/n@wm»
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Como .
—logn <log f,(i) < Lw(cbz)

para todo i, n, as funcoes log f,, sdo n-integraveis. O teorema da convergéncia mondtona
implica que
[ 108 fatianti) — [ 10g Lin(nn(i) € [~o.0)

de modo que para algum n € N tém-se
[ 108 fadanti) € (~0.0).

Agora F,(0) =1 e para todo t € [0, &]:

—log(n) max{1, f,(i)2} < %fn( i)' =log fu(i) - fuli)' < ]%fn<i>t+g

de modo que £ f, ()" & 7-integrdvel, uniformemente em ¢ (sendo n fixado acima). A fungdo
com F(0) = [log f,(i)dn(i) < 0. Conclui-se que

F, ¢, portanto, diferencidvel em [0, £],

existe algum ¢ € (0, %) tal que F,(¢q) € (0,1). Agora

[ mivtrantiy < [ gyt = Fufo) <1

o que implica prontamente que o sistema contrai na média. [ |

Lema 3.3. Seja (®,n) um SFI. Suponha que existam L > 1 er € (0,1) tal que Lip(¢;) < L
para todo i € I e

cap / log d(ex(x), 6:(y))dn (i) < rd(z, )

para todo x,y € X. Entdo existe ¢ >0 e p € (0,1) tal que o sistema contai na média.

Demonstragdo. A aplicacao da férmula de Taylor de segunda ordem com resto de Lagrange
a ¢ — a? garante que a? < 1+ glog(a) + Cq¢? para todos a € (0,L) e todos q € (0, 1],
onde C' = sup{4(loga)? : a € (0,L]}. Fixe x # y € X e para todos i € I aplique isso a

= d(¢i(x), ¢i(y))/d(z, y)

e integre em relacao a n para obter:
d(¢i(x), i(y)\* , d(¢i(), ¢i(y))
/ ( d(x,y) ) o) <1 +q/log ( d(x,y) > dnli) + 07
<1+ qlog(r) + Cq?

onde C' ¢ independente de z, 3. Como log(r) < 0, pode-se encontrar ¢ tal que 1+¢log(r)+
Cq¢? < 1, assim
d i\ZL ), Qs 1 . .
[ (A2 iy < 1= [ dtorta). 0t < do

assim, conclui-se a demonstragao. [ |
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3.3 Unicidade da Medida Estacionaria

Seja (®,n) um sistema de fungoes iteradas, considera-se a probabilidade de transi-
cao p(z, A) = [1a(¢;)dn, com n € P(I), onde I é um conjunto de indexagdes, e (X, F, i)
um espago de probabilidade. Neste contexto, considera-se p € P(X) uma medida estacio-
néria para (®,n), similarmente como foi feito no Capitulo 1, se satisfaz = [ (¢;).p dn(7).

Sendo o SFI do Exemplo 3.1, ndo é simples, nem mesmo direto, encontrar uma
medida estacionaria para esse sistema, nem mesmo garantir a existéncia de tal medida,
para isso, serao introduzidos alguns conceitos para o estudo desses casos.

Fixado um ponto de referéncia xy € X, para cada ¢ € (0,+00), o g-ésimo

momento de ;€ P(X) é

() = [ dlaz0)dulz) € [0, +0d]

O conjunto de medidas de probabilidade p com g-ésimo momento finito é denotado por

P,(X), o qual ndo depende do ponto z, fixado.

Definigao 3.2. Define-se o operador de Markov L agindo no espago P(X) por

Ly= / (60)op1dn(i),

associado a uma probabilidade de transicao que descreve a iteragdo aleatoria das fungoes
de acordo com a distribuicao n. Ou seja, Ly € a lei de X, 11 se (X,)nen € uma cadeia de

Markov saltando de x para ¢;(x) com probabilidade dn(i) e X,, ~ p (Com distribuicio ).

Desta forma, pode-se considerar que estudar medidas estacionaria é, no presente
contexto, estudar pontos fixos para o operador de Markov.
De maneira natural, define-se como operador de Markov dual, agindo, por

exemplo, no espaco de fungdes mensuraveis limitadas f : X — R, como

Lf(zx)= /f o ¢;(x)dn(i).

L é um operador positivo que fixa cada fun¢ao constante, de modo que quando a < f <b

com a,b € R, entao tem-se também a < Lf < b. A relacao de dualidade é dada como

[ #itew) = [ Lian

e é uma consequéncia direta do teorema de Fubini.
Pode-se definir também a extensao do operador de Markov para o espaco de

acoplamentos: dado v € I'(uo, 1), define-se

L'y(Ax B) = / A(S7(A) x 671 (B))dn(i).
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Uma propriedade crucial dessa extensao é que L* manda um acoplamento de pg e p em
um acoplamento de Lug e L.

Pode-se mostrar isso observando que, para todos A, B € F:

YA x X) = /(@ L(A) x 671 (X))dn(i)
(o5 (A) x X)dn(7)

fio(( dn(i) = Lyo(A)

\\

Y((¢; 1 (X) x ¢ H(B))dn(i)
V(X x ¢ ' (B))dn(i)

pa((¢;(B))dn(i) = L (B).

I I
\\\

O resultado a seguir é uma variante do trazido por [3], o qual garante a existéncia
de uma medida estacionaria para sistemas de funcoes iteradas que contraem na média,
onde nao é necessario que a cardinalidade do conjunto de indexacoes I seja finito, e da

uma estimativa para o ¢g-ésimo momento da medida estacionaria.

Teorema 3.1. (variante de Barnsley, Elton 1988). Seja (®,n) um SFI em um espago
métrico completo (X,d) e fize qualquer xy € X. Suponha que para algum q > 0, A > 0,
p € (0,1) o sequinte é vdlido:

L/ﬂ@@%@@D%mwépﬂLw%meeX' (3.1)

/ﬁ@m@@mwmwSA. (3.2)

Entao (®,n) tem uma medida estaciondria unica p € P(X); além disso p tem q-ésimo

momento finito:

A
e () < i quando q < 1,
o =

—r quando q > 1.

Para a demonstracao do Teorema 3.1, sera provado os cinco lemas a seguir:

Lema 3.4. O operador de Markov preserva Py(X) e é uma contra¢io da razio ndo

y - - min(lvl)
Superior a p = p a’,
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Demonstragio. Seja po, 1 € Py(X) e escolhe-se um acoplamento étimo v € I'(po, 1)

para W,, o qual existe pelo Corolario 2.1. Entao
min{l,%}
WL ) < ([ dte )

) (// d(g:(e), ¢i<y))qdn(i)d7(x,y))min{l’i}

| 1 min{l,%}
< pmm{l,g} (/ d(x’y)qd’}/(ﬂj,y))

= ﬁWq(MOa ILLl)

Ou seja, o operador de Markov é uma contracao com relacao a métrica de Wasserstein
com razao nao superior a p.
Em particular, todos os elementos de P,(X) sao enviados a uma distancia W,

finita de Ld,, e sé nos resta provar que Ld,, € P,(X), o que segue de (3.2):

Cy(2s L) = / Az, y) (6 © L) (z ) = / d(zo, 6:(0))dn(i) < A
[ |

Lema 3.5. Eziste uma medida estaciondria unica em P,(X). Além disso, para todo

v € P(X), tém-se que L*v — u na distancia W, exponencialmente rdpido.

Demonstragio. Pelo Lema 3.4, tem-se que L é uma contracdo, ja que Yv € Py (X),
W, (LFv, ) < (pmin{l’%})qu(l/, ), assim, pelo teorema do ponto fixo de Banach, garante-
se a existéncia e unicidade do ponto fixo u € P,(X) para o operador de Markov, o que

conclui a prova. [ ]

Através do Lema 3.5, consegue-se garantir que no espago P, (X) existe apenas uma
unica medida estacionaria para o SFI, embora ainda ndo se possa afirmar a unicidade em

P(X), isso é o que sera feito a seguir.

Lema 3.6. LFf(z) — [ fdp para todas as fungées limitadas continuas f : X — R e para
todo x € X.

Demonstragio. Como 6, € Py(X),
LFf(x) = / LFfds, = / fd(LF6,) — / fdu.
[

Lema 3.7. Toda medida estaciondria tem g-ésimo momento finito, portanto existe uma

unica medida estaciondria em P(X).
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Demonstragio. Para cada n € N, define-se a funcao limitada e continua f, : X — R por
fn(‘r) = min<d($07 x)qa n)

Seja ¢ € P(X) uma medida estaciondria, cujo g-ésimo momento nao é assumido

ser finito. Para todo n,k € N,

[t = [ gty = [ rgan

Como LFf, é limitado entre 0 e n para todo k, como p € P,(X) é uma medida
estacionaria com ¢-ésimo momento finito, aplicando o teorema da convergéncia dominada

com k — oo, obtém-se pelo Lema 3.6 que

/fnd// — /I}LIgokandu’ = /(/fn dp)dy' = /fnd,u < /d(xg,x)qdu < 00.

Aplicando o teorema da convergéncia mondtona a f,, com n — oo mostra entao

que
/ (o, 2 < / (g, 2)"dpn < oo,

de modo que y' € Py(X). Como p e p' sao medidas estaciondrias com g-ésimo momento
finito, o Lema 3.5 mostra que p' = p. |
Lema 3.8. A dnica medida estaciondria p satisfaz mg (p) < ﬂ—ﬁ)rﬂ%'

Demonstragio. Seja A = ARE) 6 ysasse Ly = p se obtém:

Wq(5x07 p) < Wq(éxov Lég,) + Wq<L5xov L)
<A+ PWq(0ag, 1)

Logo, tem-se que

|

(1 _ﬁ)Wq((Sxmu) S z = Wq(5xoau) S (1 — 15)
Seq<1, A= Aep= p; obtém-se

A
/d(LU(],.fC)qd/,l/ < Tp

Seqg>1, A= Ai e D= p% obtém-se que

(/ d(xo,x)qd,tz); < (1‘:1—;) = /d(xo,x)qcm < ﬁ.
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Demonstragio. (Teorema 3.1). A demonstragao segue dos Lemas 3.4, 3.5, 3.6,3.7,3.8. W

Agora sera utilizado o Teorema 3.1 para estudar um SFI que contrai na média

que ja foi visto anteriormente.

Corolario 3.1. Seja o SFI dado no Exemplo 5.1, entdo o sistema (®,n) possui uma unica
medida estaciondria u, que possui momentos finitos de todas as ordens q € (0,qy). Mais
precisamente

2
mg(p) < 2 (a1 b0)

Além disso, para todo q € (0,min(1,q)), toda func¢io continua q-Hélder f : R, — R e

> X fou) - [ raul <

wE{O 1}

onde p = 3(a?+ %) <1 e C = Hol,(f)/(1— p).

todo xy,

Demonstragio. Paratodo g > 0, tem-se que (3.2) é satisfeita com A = 1. Desta maneira, a
existéncia, unicidade e estimativas para os ¢-ésimos momentos de 1, a medida estacionaria
para o sistema, segue, portanto, do Teorema 3.1.

A convergéncia das médias empiricas de f em direcao a sua integral em relacao

a i segue do Lema 3.4, observando que

Lnf l’() Z f (bw l’(]

wG{O 1}

Desta forma, como na prova do Lema 3.6, ja que ¢ < 1, tém-se que

)~ [ il = | [ faws) - [ g

< HOlq(f) (Ln(;:voa t)
< Holy(f)p" Wy (6y, 1)
= p"Holg(f)m] ( )

< anOZq(f> —

Como mais uma aplicacao direta do Teorema 3.1, e uma maneira de ilustrar a

importancia da suposicao (3.2), tem-se a seguinte proposigao.

Proposicao 3.1. Seja ¢ > 0, se anpn < +o00 entao o sequinte SFI tem uma medida

estaciondria unica p, e p tem q-ésimo momento finito: I =N, n(n) = p,, a € (0,1),

Vn > 0,Ve € R: ¢,(x) =z + n, ¢o(x) = ax;
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onde po > 0 e, claro, p, > 0 e an =1. Se anpn = +00, entao qualquer medida
n>0
estaciondaria do SFI tem q-ésimo momento infinito.

Demonstracao. Tem-se que

[ 6@y 0.0yanti) = ¥ pdionta)ont)”

>0
- pOd(¢0 + sz (bz z ))
>0
= pg - |ax—ay|q+2pi|x+i— (y+9)|7
>0
=po-alle =yl + =yl pi
i>0
— (poa? + 3 pi)l — g
>0

= (poa’ + sz‘ —po)lz —yl|

i>0

= (poa” +1 = po)|z — y|*
= (L +po(a’ = 1))[z —y[*
(1= po(l —a”))|z -yl

Logo, como p =1 — po(1 — a?) < 1, tem-se que o sistema contrai na média, além disso,

sendo zy € R, tem-se que:

/ (-730,@ xo qd77 sz $0,¢z xo)

>0
= polxo — axe|? + Zpﬂxo —xo + 4|
i>0
= po|zol?|1 — al? + Zpi -1
i>0

< polwol? + Zpi A
i>0

Desta forma, se anpn < 400, tem-se que [ d(zg, ¢i(20))%dn(i) < 400, para todo g,
logo, o sistema satisfaz (3.2). Assim, utiliza-se o Teorema 3.1 e obtém-se a existéncia e
unicidade da medida estacionéria p do sistema e estimativas para o seu ¢g-ésimo momento.
Se anpn = 00, entdo [ d(xo, ¢i(x0))4dn(i) = 400, ou seja, nao pode-se utilizar o Teo-
rema 3.1, porém, pelo Lema 3.8, pode-se inferir que, caso exista uma medida estacionaria

p para o sistema, entdo mg (u) = +oo, para todo g.
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3.4 Medidas Estacionarias em Skew-products

O caso dos SFI’s definidos e estudados acima, onde a aleatoriedade é uma conse-
quéncia de uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes de lei v € P(I) é um dos
casos mais comumente estudados, porém, ja ha esforcos para generalizar este conceito.
Uma maneira seria substituir a sequéncia i.i.d. por uma cadeia de Markov estaciona-
ria, outra forma seria desenhar a palavra infinita w = wy...wy ... aleatoriamente com a
lei sendo uma medida arbitraria de deslocamento invariante v € P(IV). Entao pode-se
considerar ainda como uma generalizacao o caso onde o deslocamento é substituido por
um sistema dinamico arbitrario que preserva medida. Este ultimo caso especificamente
sera o que serda estudado a partir de agora. Para isso, precisa-se definir o que é uma
fungao que preserva medida. Seja (X, F, u) um espaco de medida e seja f: X — X uma

transformacao mensuravel.

Definigao 3.3. Diz-se que [ preserva a medida p se p(A) = pu(f~'(A)) para todo

conjunto mensurdvel A C X. Também é dito que p é invariante por f.

Definigao 3.4. Considere (X, d) um espago métrico completo e fixe um espago de medida
padrao (Y, A) (ou seja, é isomorfo a [0,1] com a o-dlgebra de Borel) equipado com uma
medida de probabilidade e uma aplicacao que preserva medida S :'Y — Y. Uma aplicagdo

de Skew-products sobre S com fibra X € uma aplicagdo

U: X xY > XxY
(z,y) = (Yy(x), S(y))

onde (x,y) — ¥, (z) € uma aplicagio mensurdvel.

No caso visto anteriormente, um SFI pode ser estudado dinamicamente obser-
vando uma 6rbita aleatéria o, Tpi1 = @u, (T5) onde (wy,),>1 sdo varidveis aleatérias de
lei n independentes e identicamente distribuidas, no cenario atual a sequéncia aleatoria
correspondente de pontos é dada por x,.1 = g, y)(2,) onde y é um elemento aleatério
de Y com lei v, tomando o lugar de toda a sequéncia (wy,ws,...). Em outras palavras,

N

um SFI corresponde ao caso particular quando Y = WV, v = n®N, S é o deslocamento

Y= Yo.y1,...) = SY) = (Y1, 42, -..) e Yy(x) = dy ().

Denota-se por 7%, 7 as aplicacoes de projecdo de X x Y para cada fator. Uma

medida p € P(X) é dita uma medida estacionaria do skew-product (¥, ) quando

existe uma medida v € P(X x Y) tal que:
v é U — invariante,

Yo
T,V =V,
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X0 = pu.

Se considerar-se um SFI, a definicdo coincide com o que ja conhece-se como medida
estacionaria das secoes anteriores. A medida v trazida acima serd chamada de elevacao de
v. O que se quer saber agora é se, nas devidas condigoes, existe uma medida estacionaria
unica. Isso é o que sera provado nesta secao.

Para tal, precisa-se do conceito de contracao das fibras e de suporte de uma

medida.

Definigao 3.5. Diz-se que ¥ contrai as fibras sempre que existir p € (0,1) tal que

para todo y €Y, a aplicagdao 1, € p-Lipschitz.

Definicao 3.6. Diz-se que U tem deslocamento limitado se para algum xo € X, existe

um A > 0 tal que o conjunto d(xg, 1y (x)) < A para todo y €Y.

O suporte supp pu da medida p é o conjunto formado pelos pontos x € X tais

que (V') > 0 para qualquer vizinhanga V' de z.

Teorema 3.2. Seja ¥ uma aplicacao de skew-product em X XY que contrai as fibras
e tem deslocamento limitado. Cada S-invariante v € P(Y') tem um levantamento iunico
e, em particular, o skew-product (V,v) tem uma medida estaciondria inica p, que além
disso tem suporte limitado.

Seja (xp)gen wm processo estocdstico associado a (V,v) como acima, com x
independente de y e de lei arbitrdria fig € Py(X) para algum q > 0, e seja f, € P(X) a
lei de xy,. Entao para todo k € N,

W, (i 1) < D"

onde

~ i ~ \min(1,= A
p=p"neD € (0,1), D = mi, (i) """ + 1=

e A,p sao as constantes nas hipdteses de deslocamento limitado e contraciao da fibra.

)min(l,q)7

Para a demonstragao do teorema, precisa-se de algumas ferramentas, uma delas
é uma variagao da distancia de Wasserstein.

Fixe qualquer v € P(Y) e faz-se P¥ := (r) )"} (v) C P(X xY) ser a fibra de v, ou
seja, o conjunto de medidas em X x Y com segunda marginal igual a v. Faz-se também
P, como o subconjunto de P consistindo de medidas de g-ésimo momento finito (o qual

nao depende de ).
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O produto X? x Y identifica-se como os pares de pontos no espaco total que se

projetam para o mesmo ponto na base Y. Considera-se as aplicagoes

o2 - (l’,l‘/,y) = (ZL‘,y)

Para todo oo, 01 € P” seja I'(0g,01) :={y € P(X? X Y)|(m02 +)y =00 € (T12+)y = 01} €

entao define-se
Cy(og,01) = _inf /d(a:,x')q dy(z, ', y)

v€l¥ (00,01)

1

Wy (o0,01) = (Cy (00, 02))™" .

Entao, para demonstrar o Teorema 3.2, serd provado primeiro a Proposicao 3.2,
para isso, serd preciso a definigdo de desintegracao de uma medida (vide [2]), do Teorema
da selegdo mensuravel (retirado de [21]) e do Teorema de Riesz-Fischer.

Suponha que
p € Pp(Q x X) := {p probabilidade em (2 x X, F ® B) com marginal P em (£, F)}.

Chama-se uma fungao pu(-) : © x B — [0, 1] de uma desintegragao (ou fatoragao, ou

medida amostral) de p em relagao a P se
1. para todo B € B, w — u,(B) é F-mensuravel,
2. para P-q.t.p. w € Q, B~ pu,(B) ¢ uma medida de probabilidade em (X, B),

3. para todo A € F® B

u(4) = / /X g (w0, 2) ()P o).

Escreve-se
wldw, dx) = p,(dz)P(dw).

Teorema 3.3. (Teorema da selegio mensurdvel). Seja X um espago separdvel, métrico
e completo, B(X) a o-dlgebra de Borel de X, (2, F) um espagco mensurdvel e 1 uma
multifuncao em €2 que toma valores no conjunto de subconjuntos fechados ndao vazios de
X.
Suponha que ¥ seja F-fracamente mensurdvel, ou seja, para todo subconjunto
aberto U de X, tem-se
{w:Y(w)NU #£0} € F.

Entao 1 tem uma sele¢ao que é F-B(X)-mensurdvel.
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Demonstra¢io. Uma demonstragao para este teorema pode ser encontrado em [5]. [ |

Proposicao 3.2. Para todo og,01 € PY, o conjunto I'V(0g,01) nao € vazio. Se os

momentos ml (0;) sao finitos para i € {0,1}, entdo W¥(0y,01) < oo. Além disso, se

Y

(&y)yey € (Cy)yey sdo as desintegragoes de oy e o1 com relagio a ™, entdo

(f Wy(&y, ¢,)%dv(y)) ¢ quando g > 1

W;(onal) =
J Wo(&y,¢y)dv(y) quando g < 1.

(3.3)

Finalmente, W € uma métrica completa no conjunto Py .

Demonstragdo. Sejam (£,),ey € ((y)yey as desintegragoes de oy e o com relagio a m,
assim, ao identificar X com as fibras de 7%, (§,),ey é, desta maneira, uma familia de

medidas em X caracterizada por

/fmydfy( )dv(y /fxydao(my)

para todas as fungoes limitadas continuas f : X x Y — R. De maneira similar, obtém-se,

considerando agora em relagao a (¢,)yey,

/fxydCy( Ydv(y /fﬁydal(xy)

De qualquer escolha mensuravel de y — v, € I'(¢,,(,), a exemplo, v, = &, @ (,,

pode-se construir um elemento v € I'V(0, 01) definindo

[ faa i) = [[ faa o))

Em particular I'V(0g, 01) néo é vazio.
Por outro lado, dado qualquer v € I'V(0¢, 01) sua desintegracao com relagao a o

¢ uma familia (,),ey de medidas em X X X, e testando contra integrandos da forma
f(x)g(y) e f(2)g(y) vé-se que
’73/ G P(£y7 Cy)

para v-quase todo y.

Como

[y driady) = [[ ey aned)a = [ .60,

tomando um infimo obtém-se

¥ (j10s 1) > / Cyl6y, )i
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Para cada y, o conjunto de planos de transporte 6timos de &, para (, é com-
pacto (vide Teorema 2.1), portanto, pelo teorema da selegdo mensuravel, hd uma familia

mensuravel (v,)y € Y tal que para v-quase todo y € Y/,

[ ey e.a) = o6

Segue-se que
Cylonn) < [ Colgyr G

e (3.3) esta provado.
Para completar a prova, resta ver que Cy(0p,01) < oo e que W é uma métrica
tornando P, um espago completo. A desigualdade triangular segue de (3.3), e entdo a

finitude é obtida observando
W (o0,01) < W((00,0z, ® V) + Wi (00, @ v,01) = mg (00) + mg (o1).

Finalmente, o Teorema de Riesz-Fischer para fungoes com valores de espago mé-

trico garante que W, é uma métrica completa em P, vista por meio da desintegragao

q )
como um subconjunto fechado do espago de aplicagoes Y — P,(X). [ |

Demonstrag¢io. (demonstracao do Teorema 3.2). Seja v qualquer medida de probabilidade
S-invariante em Y. Primeiro observa-se que as propriedades de contracao da fibra e
deslocamento limitado garantem que W, preserva P, para todo g, para isso, basta notar

o seguinte, sendo A CY e p € Py

V(X % A) = p(UH(X x A)) = (i (X) x S (A)

Y

— (X x S7H(A)) = u(X x A) = v(A).

Essas suposi¢oes uniformes também garantem que para algum conjunto limitado B C X,
o conjunto B x Y é um conjunto invariante absorvente, ou seja, V(B xY) C BxY e

para todo (z,y) € X x Y existe algum k € N tal que ¥*(z,y) € B x Y. Seja de fato
(1+e)A
(1=p)
seja B = B(xo; R) a bola de centro z( e raio R em X; entdo para todo (z,y) € X x Y

A > 0 tal que para todo y, d(xg, ¢y(x)) < A, fixe qualquer € > 0, defina R =

d(o, Py (2)) < d(x0,9y(20)) + d(¢hy (o), ()
< A+ pd(xg,x).

Quando z € B, o lado direito é no maximo

1
At pR=—"

8pA<R,
P

provando que B x Y é U-invariante. Quando = ¢ B, tem-se

L—p
A< —d
< 1+e¢ (20, 2)
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e o lado direito é no maximo

1—p 1+ep
- F d — d
(1+€+p) (29, ) T e (w0, )

onde 11-:_6;) < 1, provando a propriedade absorvente com k ~ log d(zo, x).

Seja 09,01 € P,. Consideramos a aplicagao X 2xY — X? x Y definido por

Wo(z, ', y) = (dy(2), vy (27), S(y))-

Para i € {0,1} tem-se w0 Wy = Woms, como consequéncia, para qualquer v € ['V(og, 01)

tem-se Vo, vy € I'V(V,00, ¥.01). Observando
[ e yavan e ) = [ oo, @)
<o [ a2y oo’ )
e tomando um infimo, vé-se que
W (W09, Uoy) < p"EDW (00, 0),

em particular W, induz uma contragdo no espago métrico completo (P, Wy). Portanto,
existe um tunico levantamento v de v W-invariante tendo g-ésimo momento finito. Ao
considerar diferentes ¢, ja vé-se que a medida  tem momentos finitos de todas as ordens,
mas, como B XY é absorvente, qualquer medida W-invariante possui B X Y como suporte.
Prova-se isso através da seguinte observagao, se v é uma medida V-invariante e k >

log d(z¢, x) com k € Z, entao:
VB xY) =y B xY)) =4, (B) x STHY))
=05 MB) % V) = [ v B dvly) = 1.

Isso prova que © é o tnico levantamento W-invariante de v em todo P, e que sua primeira
marginal p é suportado em um conjunto limitado. Explicitamente, ao deixar ¢ acima ir
para 0, obtém-se que p é concentrada em B(xg; A/(1 — p)).

Considere agora o processo estocastico (Xx)ren. Seja og 1= fip @ v a lei de (xg, Y);
entdo a lei de (xg, S*(Y)) = ¥*(x0,Y) é 0x = ¥¥(0y), por defini¢do tem primeira marginal
[ix, € por invariancia tem segunda marginal v. Como W, é uma contragao em P, > oy,
obtém-se que

WY oy, 0) < pFmBOW (09, D). (3.4)

Por um lado, usando o plano de transporte obtido pela projecao de um 6timo

v € I'Y(ok, V) nas duas primeiras variaveis, obtém-se
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Por outro lado,

Wi (o0, 0) < W (fio @ v, 04y @ v) + W7 (020 @ v, 1)
< i (o)D) 4 (4/(1 )"0

ja que ¥ é concentrada em B(zg; A/(1—p)) x Y. Junto com (3.4), isso conclui a demons-

tragao. n
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