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Resumo

A migração em profundidade baseada nas equações das ondas unidirecionais (OWWE - de

suas iniciais em inglês) é utilizada com sucesso no imageamento de estruturas complexas,

associadas com corpos de sal, com um custo computacional muito menor que a migração

reversa no tempo (RTM - de suas iniciais em inglês). No entanto, pode-se mostrar de

diferentes formas que as equações de ondas unidirecionais não são equivalentes à equação

de onda acústica o que produz erros de fase e de amplitude nos campos de onda unidire-

cionais em relação aos campos de onda completa, embora o comportamento cinemático do

campo de onda seja correto. Os erros de amplitude nos campos de onda unidirecionais estão

relacionados ao fato que as equações de ondas unidirecionais não obedecem aos prinćıpios

de reciprocidade e conservação da energia, duas propriedades fundamentais satisfeitas pela

equação acústica da onda.

As informações dinâmicas do campo de onda, isto é, informações de fase e de ampli-

tude são necessárias quando, além da posição do refletor, se está interessado em realizar

estudos, tais como AVA (variação de amplitude versus ângulo) após a migração. Uma abor-

dagem utilizada para melhorar o comportamento dinâmico das equações consiste em fazer

modificações nos operadores OWWE através da introdução de um termo extra que tem

dependência expĺıcita da derivada vertical da velocidade vz(x, y, z), assim como a modi-

ficação do operador Laplaciano transversal, que inclui termos com dependência expĺıcita

das derivadas laterais da velocidade (vx(x, y, z), vy(x, y, z)), passando esse novo conjunto

de equações a ser chamado de equações de ondas unidirecionais com amplitude verdadeira

(TA-OWWE).

Num campo de velocidades que varia suavemente com a profundidade, v = v(z), as

equações de ondas unidirecionais com amplitude verdadeira proporcionam as mesmas ampli-

tudes que a equação da onda acústica, como pode ser demostrado através da aproximação

WKBJ. Os termos de correção das amplitudes podem ser aplicados no domı́nio número de

onda global.

Nesta tese é apresentada uma análise das equações de ondas unidirecionais com ampli-
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Resumo v

tude verdadeira, uma descrição em detalhe dos novos termos nos operadores que garantem

sua equivalência, numa aproximação assintótica, com a equação de onda completa. Em

seguida, descreve-se como os algoritmos de migração convencionais no domı́nio misto, tais

como deslocamento de fase mais interpolação (PSPI), deslocamento de fase em duas eta-

pas (SS) e Fourier diferenças finitas (FFD), devem ser ajustados para incluir correções de

fase e amplitude, de acordo com as novas equações unidirecionais com amplitude verdadeira

para meios completamente heterogêneo, onde o campo de velocidades tem variação lateral,

além de vertical. Também experimentos numéricos em dados sintéticos de tiro comum 2D

são apresentados, bem como as comparações das amplitudes recuperadas sobre os refletores,

usando-se os esquemas de migração convencional e os esquemas com correções de amplitude

propostos.



Abstract

Depth migration based on one-way wave equations (OWWE) has been used as a powerful

tool for imaging complex structures, associated with salt bodies, with less computational

cost than reverse time migration. Unfortunately, the OWWE are not equivalent to the

acoustic wave equation whose behavior they are designed to mimic, leading to a migrated

wavefield that lacks correct amplitude and phase behavior, even though it is kinematically

correct. The amplitude errors in one-way wave equations are related to the fact that one way

wave equations fail to conserve energy and reciprocity, two widely recognized fundamental

properties of the two-way wave equation.

When dynamic information after migration is required, such as amplitudes to AVA

studies, or more correct amplitudes along the reflectors in the zero offset image are needed,

it is necessary modify the OWWE to explicitly include derivatives of the medium velocity

through both, the introduction of an extra term with explicit dependence of vertical velocity

variation vz(x, y, z) , and the modification of the transverse Laplacian operator to include

terms with explicit dependence of transverse velocity variations (vx(x, y, z), vy(x, y, z)). The

resulting new equations are called true-amplitude one-way wave equations (TA-OWWE).

In a vertically smoothly varying v(z) medium, the true-amplitude one-way wave equa-

tions give the same amplitude as the acoustic wave equation up to the first order in the

WKBJ approximation. The necessary amplitude correction can be applied in the global

wavenumber domain.

In this thesis, the true-amplitude one-way wave equations (TA-OWWE) are analyzed

in detail, moreover, it is described how the conventional migration algorithms in the mixed

domain, such as phase shift plus interpolation (PSPI), split step (SS), and Fourier finite

difference (FFD), can be adjusted to make corrections in the amplitudes in agreement with

the true-amplitude one-way wave equations for laterally varying media. 2D numerical exper-

iments with common-shot synthetic data are presented and the amplitudes recovered along

the reflectors with conventional and true-amplitude one-way wave equations migration are

compared.
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4.25 Detalhe da parte rasa, até 1 km, do resultado da migração com o método SS

com correção de amplitude (Figura 4.23). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.26 Aproximação do operador (1+X2)1/4 com termos de primeira e segunda ordens. 72

4.27 Imagem obtida através do algoritmo FFD convencional. . . . . . . . . . . . . 73

4.28 Imagem obtida através do algoritmo FFD com correção de amplitude e fase. 73

4.29 Amplitudes recuperadas ao longo dos refletores do resultado da migração FFD

convencional (Figura 4.27). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.30 Amplitudes recuperadas ao longo dos refletores do resultado da migração FFD

com correção de amplitude (Figura 4.28). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.31 Modelo de quatro refletores planos e o campo de velocidades v(x, z) = 2000+

0, 2x + 0, 3z m/s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.32 Dado obtido através de modelagem tipo Kirchhoff com o campo de velocidades

mostrado na Figura 4.31. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.33 Imagem obtida através do algoritmo FFD convencional. . . . . . . . . . . . . 76

4.34 Imagem obtida através do algoritmo FFD com correções de amplitude e fase. 76

4.35 Amplitudes recuperadas ao longo dos refletores do resultado da migração FFD

convencional (Figura 4.33). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.36 Amplitudes recuperadas ao longo dos refletores do resultado da migração FFD

com correção de amplitude (Figura 4.34). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.37 Imagem obtida através do método FFD convencional. . . . . . . . . . . . . . 79

4.38 Imagem obtida através do método FFD com correção de amplitude. . . . . . 79

4.39 Imagem da estrutura falhada: Método FFD convencional (à esquerda) e FFD
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Introdução

A śısmica de superf́ıcie utilizada na exploração de óleo e gás pode ser interpretada como um

problema inverso de espalhamento com múltiplas fontes e receptores localizados na superf́ıcie

da terra. As fontes emitem energia que é propagada como ondas śısmicas em subsuperf́ıcie, e

os receptores registram a energia que consegue chegar à superf́ıcie da terra, após complexos

processos de dispersão e espalhamento do campo de onda causados pelas heterogeneidades

do meio. As mudanças na direção de propagação da energia e os processos de partição de

energia, associados aos fenômenos de reflexão, transmissão, conversão de modo e difração do

campo de onda, junto com uma correta descrição do espalhamento geométrico e das perdas

de energia por atenuação, dão uma descrição cinemática e dinâmica correta da propagação

dos campos de onda śısmicos.

O problema inverso, conhecido como imageamento estrutural ou migração, consiste em

determinar a posição dos refletores em subsuperf́ıcie, utilizando dados śısmicos registrados

associados às reflexões primárias do campo de onda compressional, onda P, junto com um

macro-modelo de velocidades da onda P. Para isto, somente os tempos de percurso das ondas

śısmicas são de interesse.

Se além da imagem estrutural, também se tem interesse na determinação da função

refletividade, com o objetivo de obter informação litológica através de processos de inversão,

as amplitudes śısmicas devem ser levadas em conta. Especificamente, o estudo conhecido

como análise de variação de amplitude versus ângulo (AVA) permite determinar parâmetros

f́ısicos através da inversão das curvas de variação do coeficiente de reflexão com o ângulo,

num ponto determinado do refletor. Convencionalmente, a análise de variação de amplitude

versus ângulo (AVA) é feita nas famı́lias de ponto médio comum (CMP), após as correções de

sobre tempo normal (NMO) e espalhamento geométrico, o que leva a suposição impĺıcita de

um modelo de camadas plano-paralelas (Resnick et al., 1987). Por isto, continua sendo um

desafio o desenvolvimento de técnicas de migração que forneçam amplitudes corretas para

análise de AVA após a migração (Deng and McMechan, 2007), em meios estruturalmente

complexos.
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Introdução 2

Nesta direção, os estudos de migração conhecidos como “migração com amplitude ver-

dadeira” ou “migração/inversão” têm apontado para o desenvolvimento de técnicas que,

além de posicionar corretamente o refletor, proporcionem um coeficiente de reflexão num de-

terminado ângulo que não dependa do espalhamento geométrico dos campos de onda. Desta

forma, o termo “migração com amplitude verdadeira” se traduz na correção do efeito do

espalhamento geométrico, estando fora do alcance desta tese as correções de amplitude por

transmissão e as perdas por atenuação.

A escolha do modelo direto, assim como do método de solução das equações que gov-

ernam a propagação da ondas, são etapas fundamentais da inversão. Para o problema

de migração/inversão de dados associados às reflexões primárias de ondas PP (reflexão de

onda P para P) tratado nesta tese, a equação da onda acústica modela de forma correta a

propagação da onda compressional no macromodelo de velocidades.

Se a aproximação assintótica da equação acústica da onda é utilizada para a formulação

da migração/inversão, as soluções das equações iconal e de transporte se fazem necessárias,

e essa técnica é conhecida como migração/inversão Kirchhoff, a qual tem sido estudada

extensivamente nas últimas decadas (Bleistein et al., 2001; Schleicher et al., 2007). Em

meios geológicos complexos as migrações Kirchhoff têm problemas para levar em conta os

múlti-caminhos, além das limitações decorrentes da aproximação assintótica. Em razão disso,

as técnicas de imageamento baseadas na continuação dos campos de ondas no tempo ou em

profundidade têm sido amplamente desenvolvidas.

Uma extensão da migração reversa no tempo (do inglês RTM) que compensa o espal-

hamento geométrico, as perdas por atenuação e por transmissão foi apresentada por Deng

and McMechan (2007). No entanto, o alto custo computacional continua a ser uma grande

limitação desta técnica de migração.

Alternativamente, a migração por continuação dos campos de ondas em profundidade,

baseada nas equações de ondas unidirecionais (OWWE, do inglês One-Way Wave Equations),

para descrever a propagação de campos de onda ascendentes e descendentes (Claerbout,

1971), está transformando-se numa melhor opção frente aos métodos integrais Kirchhoff,

por sua capacidade de levar em conta, de forma natural os múlti-caminhos, melhorando

assim o imageamento de estruturas complexas com fortes contrastes de velocidade (Biondi,

2006), tais como os associados a corpos de sal com interfaces irregulares e pelo fato de

proporcionar uma solução aproximada em toda a faixa de freqüências do dado śısmico, além

de ter um custo computacional menor que a migração RTM.

No entanto, é conhecido que as equações de ondas unidirecionais falham em conservar

energia e reciprocidade (Godin, 1999; Wapenaar, 1996; Wapenaar, 1998), duas propriedades
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fundamentais da equação da onda completa e, portanto, criam erros nas amplitudes dos cam-

pos propagados. Um novo conjunto de equações unidirecionais, conhecidas como equações

unidirecionais com amplitude verdadeira, são apresentadas nos trabalhos de Zhang (1993) e

Zhang et al. (2001a), mostrando que com base na aproximação da teoria do raio as soluções

deste novo conjunto de equações satisfazem as mesmas equações iconal e de transporte que

a equação da onda completa.

Nos trabalhos de Zhang et al. (2003) e Zhang et al. (2005), é demonstrado que as

soluções, usando-se a aproximação da teoria do raio, das novas equações de ondas unidi-

recionais com amplitude verdadeira, utilizando-se também uma nova condição inicial para

o campo descendente (Wapenaar, 1990), quando substitúıdas na condição de imagem, pro-

duzem a mesma fórmula integral da migração/inversão Kirchhoff (Keho and Beydoun, 1988).

Desta forma, novas técnicas de migração/inversão, baseadas nas novas equações de ondas

unidirecionais, precisam ser desenvolvidas e avaliadas em relação às aproximações numéricas

dos operadores pseudo-diferenciais envolvidos.

Entre as diferentes técnicas de aproximação numérica do operador pseudo-diferencial

raiz quadrada, envolvido nas equações de ondas unidirecionais, são eficientemente utilizadas

aproximações que fazem um primeiro deslocamento de fase com velocidade constante (Phase

shift, PS, (Gazdag, 1978)) no domı́nio da freqüência temporal-número de onda, junto com

correções no domı́nio espacial, que levam em conta as variações laterais da velocidade.

O propósito desta tese é estender os esquemas de deslocamento de fase mais interpolação

(Phase shift plus interpolation, PSPI, (Gazdag and Sguazzero, 1984)), deslocamento de fase

em duas etapas (Split-step, SS, (Stoffa, Fokkema, de Luna Freire and Kessinger, 1990)) e

Fourier diferenças finitas (Fourier finite difference, FFD, (Ristow and Rühl, 1994)), para

esquemas baseados nas novas equações unidirecionais com amplitude verdadeira, analizando

para cada caso que tipo de correção de amplitude pode ser obtido e que modificação nos

operadores se faz necessária. Desta forma, se apresenta um novo cenário para geração de

imagens de ponto comum (Common image gathers, CIGs, (Sava and Fomel, 2000; Rickett

and Sava, 2002)) que proporcione amplitudes mais precisas para análise de AVA após a

migração.

Esta tese está organizada na seguinte forma: No Caṕıtulo 1, discute-se a migração pré-

empilhamento em profundidade através da continuação dos campos de ondas unidirecionais,

com operadores convencionais. Os algoritmos PS, PSPI, SS e FFD que serão estendidos

para as novas equações de ondas unidirecionais com amplitude verdadeira são brevemente

apresentados. No Capitulo 2, são apresentadas as equações de ondas unidirecionais com am-

plitude verdadeira e, também, verifica-se que a partir da aproximação da teoria do raio são
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obtidas as mesmas equações iconal e de transporte, que seriam obtidas a partir da equação

da onda completa. Utilizando a aproximação assintótica, demostra-se também a equivalência

entre a função refletividade, obtida através da aplicação da condição de imagem aos cam-

pos unidirecionais com amplitude verdadeira, com a função refletividade obtida através da

formulação integral da migração/inversão Kirchhoff. Também se discute a importância da

representação correta da fonte, como condição de fronteira para a extrapolação do campo

descendente. No Caṕıtulo 3, discute-se o problema da instabilidade da condição de imagem

tipo deconvolução, incluindo-se uma comparação de diferentes técnicas de estabilização. Os

novos esquemas de migração propostos PS, PSPI, SS e FFD, baseados nas equações de ondas

unidirecionais com amplitude verdadeira, são introduzidos no Caṕıtulo 4, sendo apresentados

os resultados dos experimentos numéricos em dados sintéticos, para apenas um único tiro,

bem como em dados sintéticos padrões utilizados na área de migração em profundidade. Fi-

nalmente no Caṕıtulo 5 são apresentadas as conclusões. Também são discutidas dificuldades

encontradas no trabalho e perspectivas de trabalhos futuros.

Um resumo da aproximação assintótica da teoria do raio e um detalhamento da obtenção

das equações iconal e de transporte a partir das equações das ondas unidirecionais com

amplitude verdadeira num meio completamente heterogêneo são apresentados nos Apêndice

A e B, respectivamente.



1
Migração pré-empilhamento por
continuação dos campos de onda em
profundidade

1.1 Introdução

Neste caṕıtulo apresentamos os prinćıpios básicos da migração por continuação dos campos

de onda em profundidade, a qual está baseada nas equações das ondas unidirecionais, que

descrevem a propagação do campo de onda ascendente e descendente. Uma derivação das

equações das ondas unidirecionais e dos métodos para a solução numérica, enfatizando os

algoritmos phase shift (PS), phase shift plus interpolation (PSPI), split-step (SS) e Fourier

finite difference (FFD), são apresentados. Finalmente se discute como o prinćıpio de im-

ageamento, proposto por Claerbout (1971), pode ser estendido para se obter as imagens de

ponto comum (CIGs) para análise de variação de amplitude com o ângulo (Sava and Fomel,

2000; Rickett and Sava, 2001; Rickett and Sava, 2002).

1.2 Prinćıpios básicos

Os métodos de migração pré-empilhamento por continuação dos campos de onda são basea-

dos na aplicação consecutiva de dois passos:

• continuação numérica dos campos de onda, isto é, propagação do campo de onda da

fonte e propagação reversa do campo de onda registrado em superf́ıcie.

5
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• formação da imagem através da aplicação de uma condição de imagem aos campos de

onda propagados.

A continuação numérica dos campos de onda pode ser feita na dimensão temporal,

utilizando-se a equação da onda completa, conhecida como migração reversa no tempo. Neste

caso, o campo de onda da fonte é propagado no tempo direto (modelamento), enquanto o

campo registrado é propagado no tempo reverso (propagação reversa).

Se os dados são migrados tomando cada tiro como um experimento simples e indepen-

dente, o domı́nio de migração dos dados é conhecido como migração de tiro comum. Neste

caso, representamos o campo de onda registrado em superf́ıcie como P si
g (x, y, z = 0; t) e o

campo que modela a função fonte P si
s (x, y, z = 0; t), onde si representa a localização do

i-ésimo tiro. Segundo o prinćıpio de imageamento de Claerbout (1971), o refletor existe nos

pontos da subsuperf́ıcie onde a onda depropagada coincide no tempo e no espaço com a

onda modelada, e pode ser representada através dos campos de onda continuados na forma

(Biondi, 2006):

I(xη, yη, zη) =
∑

i

∑
t

P si
s (x, y, z; t)P si

g (x, y, z; t), (1.1)

onde distingue-se entre as coordenadas no espaço imagem (xη, yη, zη) e as coordenadas

do espaço f́ısico (x, y, z), embora estes dois espaços usualmente coincidam. É importante

ressaltar que a condição de imagem (1.1) é feita para proporcionar uma imagem estrutural

correta, isto é, representar apenas a parte cinemática.

A migração por continuação dos campos de onda unidirecional em profundidade tem

vantagens e limitações em relação à continuação dos campos no tempo. Entre as vantagens

podemos citar:

• A continuação do campo de onda pode ser feita no domı́nio da freqüência temporal (ω)

com redução da demanda de tempo e memória no computador em relação a migração

RTM;

• As descontinuidades no modelo de velocidade não criam os artefatos criados na mi-

gração RTM na condição de imagem;

• O campo de onda é separado em campos ascendentes e descendentes tornando mais

intuitiva a representação das reflexões.

Como desvantagens podem ser citadas:

• O não imageamento com ondas de retorno de forma direta devido à supressão da

propagação para cima;
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• Dificuldades no imageamento de refletores de grande inclinação devido a aproximação

necessária do operador raiz quadrada;

• Fornece informações de amplitude incorretas.

Entretanto, a migração RTM não sofre de nenhum destes problemas, por utilizar a

equação acústica da onda completa para continuar os campos.

Na migração por continuação dos campos de onda em profundidade, o campo de onda da

fonte é propagado como um campo de onda descendente P si
D (x, y, z; ω), enquanto o campo

registrado é depropagado como um campo ascendente P si
U (x, y, z; ω). Esses dois campos são

continuados para baixo em profundidade de forma recursiva. As seguintes expressões, para

um meio com velocidade constante, são utilizadas para ilustrar como a continuação do campo

de onda em profundidade é feito como um processo de extrapolação recursiva para baixo:
{

P si
D (kx, ky, z + ∆z; ω) = P si

D (kx, ky, z; ω) exp(−ikz∆z),

P si
U (kx, ky, z + ∆z; ω) = P si

U (kx, ky, z; ω) exp(ikz∆z),
(1.2)

onde kz expressa a relação de dispersão, também chamado de operador raiz-quadrada

kz =
ω

v

√
1− v2

ω2

(
k2

x + k2
y

)
. (1.3)

Claerbout (1971) mostra que a posição do refletor corresponde ao “lag”zero da correlação

cruzada na dimensão temporal dos campos de onda descendente e ascendente, que equivale

no domı́nio da freqüência com:

I(xη, yη, zη) =
∑

i

∑
ω

P si
U (x, y, z; ω)P si

D
∗(x, y, z; ω), (1.4)

onde ∗ representa o complexo conjugado.

Uma condição de imagem dinâmica pode ser derivada a partir do seguinte raciocinio.

Partindo de uma aproximação linear de primeira ordem para o campo espalhado, então, a

partir dos campos ψinc e ψrefl associados ao tiro si, Figura 1.1, temos

ψsi
refl(x, y, z; tinc) = Rsi(x, y, z)ψsi

inc(x, y, z; tinc), (1.5)

então podemos expressar a condição de imagem como uma estimativa da função refletividade

na forma

Rsi(x, y, z) =
ψsi

refl(x, y, z; tinc)

ψsi
inc(x, y, z; tinc)

, (1.6)

ou no domı́nio da freqüência como

Rsi(x, y, z) =
∑

ω

ψsi
refl(x, y, z; ω)

ψsi
inc(x, y, z; ω)

. (1.7)
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Figura 1.1: Aproximação linear de primeira ordem para o campo espalhado.

Na migração por continuação do campo de onda em profundidade estamos associando o

campo de onda ψsi
inc(x, y, z; ω) com P si

D (x, y, z; ω) e ψsi
refl(x, y, z; ω) com P si

U (x, y, z; ω). Assim,

uma outra forma de escrever a condição de imagem dada pela equação (1.7) é

Rsi(x, y, z) =
∑

ω

P si
U (x, y, z; ω)

P si
D (x, y, z; ω)

, (1.8)

ou

Rsi(x, y, z) =
∑

ω

P si
U (x, y, z; ω)P si

D
∗(x, y, z; ω)

P si
D (x, y, z; ω)P si

D
∗(x, y, z; ω)

, (1.9)

conhecida como condição de imagem tipo deconvolução. Esta condição de imagem propor-

ciona uma estimativa da posição do refletor e do coeficiente de reflexão associado a uma

posição determinada da fonte si, isto é, fornece uma medida do coeficiente de reflexão de-

pendente do ângulo.

O produto P si
D (x, y, z; ω)P si

D
∗(x, y, z; ω) é conhecido como espectro de amplitude do

campo descendente e a função Isi(x, y, z) definida como

Isi(x, y, z) =
∑

ω

P si
D (x, y, z; ω)P si

D
∗(x, y, z; ω),

é chamada de função iluminação total do tiro (Biondi, 2006).

No intuito de ilustrar graficamente estes conceitos, é apresentado um experimento numérico

de migração por continuação do campo de onda em profundidade para um perfil de tiro co-

mum. A Figura 1.2 ilustra um modelo 2D com refletores num campo de velocidade constante,

v = 2000 m/s. A Figura 1.3 representa o dado śısmico modelado para um experimento

numérico de um único tiro em superf́ıcie na posição 10000 m, com receptores ao longo de

todo o eixo x, com afastamentos de −10 km a 10 km com espaçamento de 20 m. As Figuras
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1.4a-1.6a, 1.4b-1.6b representam os espectros de amplitude dos campos de onda descendente

e ascendente no domı́nio (x; ω) nas profundidade z = 1500, 2500, 3500, respectivamente,

obtidos por continuação recursiva ao longo do eixo z. As Figuras 1.4c-1.6c mostram como

a construção da imagem dos refletores vai progredindo em profundida pela aplicação da

condição de imagem (1.4), em cada ńıvel z de extrapolação até o ńıvel zmax, enquanto na

migração reversa no tempo a construção dos refletores vai progredindo das porções dos re-

fletores mais afastados da fonte às porções mais próximas da fonte (Biondi, 2006).
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Figura 1.2: Modelo em profundidade. Os refletores estão dispostos sobre um campo
de velocidade constante (v = 2000 m/s).
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Figura 1.3: Seção de tiro comum. Os receptores e fonte ao longo da superf́ıcie, com
a fonte na posição x = 10000 m.
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Figura 1.4: (a) Espectro dos dados (x; ω) na profundidade z = 1500 m do campo
descendente PD, (b) do campo ascendente PU e (c) a imagem migrada
até a profundidade máxima de 1500 m.
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Figura 1.5: (a) Espectro dos dados (x; ω) na profundidade z = 2500 m do campo
descendente PD, (b) do campo ascendente PU e (c) a imagem migrada
até a profundidade máxima de 2500 m.
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Figura 1.6: (a) Espectro dos dados migrados (x; ω) na profundidade z = 3500 m do
campo descendente PD, (b) do campo ascendente PU e (c) a imagem
migrada até a profundidade máxima de 3500 m.
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1.3 Equações de ondas unidirecionais (OWWE)

Nesta seção é apresentada uma dedução das equações das ondas unidirecionais, baseada na

decomposição do campo de onda acústico em ondas planas (Psencik, 1994). Considera-se

que o campo da onda śısmica, registrada na superf́ıcie, corresponde à onda compressional

que satisfaz a seguinte equação da onda acústica num meio de densidade constante

∇2p =
1

v2(x, y, z)

∂2p

∂t2
. (1.10)

O método de Fourier de separação de variáveis procura uma solução da equação (1.10) na

forma

p(x, y, z; t) = S(x, y, z)T (t),

produzindo as equações

v2(x, y, z)
1

S
∇2S = −ω2, (1.11)

1

T (t)

d2T

dt2
= −ω2, (1.12)

onde −ω2 representa o valor próprio que dá soluções fisicamente aceitáveis do problema, isto

é, temporalmente oscilantes. As soluções da equação (1.12), equação do oscilador harmônico,

são expressas como

T (t) = T1(ω)eiωt + T2(ω)e−iωt.

Uma solução particular, ou função própria, da equação da onda acústica tem então a

forma

pω(xm; t) = S(xm; ω)
[
T1(ω)eiωt + T2(ω)e−iωt

]
,

para um valor fixo de ω.

Utilizando a propriedade de linearidade da equação acústica, a solução geral pode ser

escrita na forma integral

p(xm; t) =

∫ ∞

−∞
S(xm; ω)T (ω)e−iωtdω.

Para aplicar com sucesso o método de Fourier de separação das variáveis espaciais na

equação de Helmholtz (1.11), deve-se assumir uma função velocidade dependente só de uma

variável espacial. O modelo de uma função velocidade, variando com a profundidade, ou

seja, v = v(z), é a representação inicial mais adequada para um modelo da subsuperf́ıcie da

Terra.

Escrevendo-se

S(xm; ω) = X(x; ω)Y (y; ω)Z(z; ω),
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e inserindo esta solução na equação (1.11), obtemos as três equações:

1

X

d2X

dx2
= −k2

x, (1.13)

1

Y

d2Y

dy2
= −k2

y, (1.14)

e
1

Z

d2Z

dz2
= − ω2

v2(z)
+ k2

x + k2
y = −k2

z , (1.15)

onde −k2
x e −k2

y são os valores próprios correspondentes às funções próprias em x e y,

respectivamente.

As equações (1.13 e 1.14) correspondem de novo à equação do oscilador harmônico e têm

como solução

X(x; ω) = X1e
ikxx + X2e

−ikxx,

Y (y; ω) = Y1e
ikyy + Y2e

−ikyy.

Entretanto, a solução da equação (1.15), só pode ser determinada de forma anaĺıtica

para alguns casos particulares da função velocidade v(z).

No caso de um meio com velocidade constante, a equação diferencial (1.15) se reduz

também à equação do oscilador harmônico com solução

Z(z) = Z1(kx, ky; ω)eikzz + Z2(kx, ky; ω)e−ikzz,

e kz é determinado pela relação de dispersão:

k2
z =

ω2

v2
− k2

x − k2
y > 0, (1.16)

onde o sinal na relação de dispersão (1.16) garante que as ondas não são ondas evanescentes.

A solução geral no caso de velocidade constante, corresponde à expansão em ondas

planas, na forma:

p(x, y, z; t) =

∫ ∞

−∞
dω

∫ ∞

−∞
dkx

∫ ∞

−∞
dkyW1(kx, ky; ω)eiωt−ikxx−ikyy−ikzz+

∫ ∞

−∞
dω

∫ ∞

−∞
dkx

∫ ∞

−∞
dkyW2(kx, ky; ω)eiωt−ikxx−ikyy+ikzz. (1.17)

ou, em termos do vetor vagarosidade ~p = ~k/ω,

p(x, y, z; t) =

∫ ∞

−∞
dω

∫ ∞

−∞
dkx

∫ ∞

−∞
dkyW1(kx, ky; ω)eiω(t−pxx−pyy−pzz)+

∫ ∞

−∞
dω

∫ ∞

−∞
dkx

∫ ∞

−∞
dkyW2(kx, ky; ω)eiω(t−pxx−pyy+pzz). (1.18)
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O primeiro termo da expansão em ondas planas (1.17), corresponde aos campos de onda

com componente vertical do vetor de onda kz só com o sinal do kz definido positivo, isto é,

campos se propagando no sentido descendente, enquanto o segundo termo corresponde às

ondas se propagando no sentido ascendente, kz negativo. A decomposição em ondas planas

permite assim a separação do campo de onda total, na direção z, em campos ascendente e

descendente.

Tomando a expressão do campo de onda descendente no ńıvel z0,

p(x, y, z0; t) =

∫
dω

∫
dkx

∫
dkyW1(kx, ky; ω)eiωt−ikxx−ikyy−ikzz0 , (1.19)

e reescrevendo na forma de uma transformada de Fourier inversa, temos

p(x, y, z0; t) =
1

(2π)3

∫
dω

∫
dkx

∫
dkyPD(kx, ky, z0; ω)eiωt−ikxx−ikyy,

onde
1

(2π)3
PD(kx, ky, z0; ω) = W1(kx, ky; ω)e−ikzz0 ,

ou

W1(kx, ky; ω) =
1

(2π)3
PD(kx, ky, z0; ω)eikzz0 . (1.20)

Da mesma forma podemos avaliar o campo de onda descendente no ńıvel z1, com z1 > z0,

p(x, y, z1; t) =

∫
dω

∫
dkx

∫
dkyW1(kx, ky; ω)eiωt−ikxx−ikyy−ikzz1 , (1.21)

e utilizando a expresão obtida para W1 (1.20), obtém-se:

p(x, y, z1; t) =
1

(2π)3

∫
dω

∫
dkx

∫
dkyPD(kx, ky, z0; ω)eiωt−ikxx−ikyy−ikz(z1−z0). (1.22)

Assim, o campo de onda descendente no ńıvel z1 pode ser obtido de forma recursiva,

através de um deslocamento de fase e−ikz(z1−z0), a partir do campo num ńıvel anterior z0 no

domı́nio (kx, ky, ω). Isto é

PD(kx, ky, z1; ω) = PD(kx, ky, z0; ω)e−ikz(z1−z0). (1.23)

Da mesma forma, utilizando o segundo termo da expansão de ondas planas (1.17), cor-

respondente às ondas ascendentes PU , pode-se mostrar que o campo de onda no ńıvel z1 é

obtido através de um deslocamento de fase eikz(z1−z0) do campo no ńıvel z0:

PU(kx, ky, z1; ω) = PU(kx, ky, z0; ω)eikz(z1−z0). (1.24)
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Desta forma é mostrado que para um meio homogêneo os campos PD e PU são soluções

das equações de primeira ordem

∂

∂z
PD(kx, ky, z; ω) + ikzPD(kx, ky, z; ω) = 0, (1.25)

∂

∂z
PU(kx, ky, z; ω)− ikzPU(kx, ky, z; ω) = 0, (1.26)

conhecidas como equações das ondas unidirecionais.

Diferenciando as equações (1.25) e (1.26), com relação à variável z e somando-as, obtemos

que elas são equivalentes à equação completa para o campo de onda P (kx, ky, z; ω):

∂2P (kx, ky, z; ω)

∂z2
+ kz

2P = 0, (1.27)

onde P = PD + PU .

O prinćıpio da decomposição do campo de onda acústico, em campos descendentes e

ascendentes, obtido para meios homogêneos, pode ser estendido para meios heterogêneos

utilizando as equações (1.25) e (1.26) no dominio transformado (x, y, z; ω), onde o oper-

ador kz se transforma no operador pseudo-diferencial raiz quadrada. Na migração de dados

no domı́nio de tiro comum, a condição de fronteira para o campo descendente P si
D será a

função fonte, enquanto a condição de fronteira para o campo ascendente P si
U será o dado

registrado nos receptores. Desta forma, os campos de onda unidirecionais são continuados

em profundidade através das equações (Claerbout, 1971):




(
∂
∂z

+ iω
v

√
1 + v2

ω2 ∆

)
P si

D = 0,

P si
D (x, y, z = 0; ω) = δ(x− xs, y − ys, z),

(1.28)





(
∂
∂z
− iω

v

√
1 + v2

ω2 ∆

)
P si

U = 0,

P si
U (x, y, z = 0; ω) = Q(x, y; ω),

(1.29)

onde o operador ∆ é o Laplaciano transversal

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
,

e Q(x, y; ω) é a transformada de Fourier do dado registrado na superf́ıcie.

1.4 Solução numérica das equações de ondas unidire-

cionais

Os campos de onda da fonte e dos receptores, decompostos em ondas planas, podem ser

extrapolados em profundidade no domı́nio frequência - número de onda (ω−k), mediante as
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equações (1.23) e (1.24), supondo que em cada ńıvel de extrapolação a velocidade é constante.

Este método de migração conhecido como phase-shift (Gazdag, 1978), é eficiente e bem

preciso, quando as velocidades variam somente com a profundidade, migrando corretamente

refletores com mergulhos até 90 graus.

Por outro lado, os métodos de migração usando diferenças finitas diretamente nas equações

(1.28) e (1.29) no domı́nio (ω − x), onde o operador pseudo-diferencial é aproximado por

uma série de Taylor ou por frações continuadas, propostas por Muir (Claerbout, 1985), per-

mitem variações arbitrárias da velocidade tanto na vertical como lateralmente. No entanto,

a depender do grau de aproximação do operador raiz quadrada, os refletores com grandes

mergulhos serão atenuados (Claerbout, 1985; Ristow and Rühl, 1994).

Este trabalho se concentra principalmente nos métodos de migração no domı́nio misto

(ω − k; ω − x), os quais fazem uma primera mudança de fase no domı́nio (ω − k), com um

campo de velocidade de referência constante em cada ńıvel de extrapolação, e posteriormente

corrige a fase para as variações laterais da velocidade no domı́nio (ω − x).

Em Gazdag e Squazzero (1984) foi proposto o primeiro método de extrapolação em

domı́nio misto. Basearam-se na idéia de que as variações laterais podem ser levadas em

conta interpolando-se os campos P1 e P2, no domı́nio (ω − x), onde P1 e P2 são os campos

extrapolados pelo operador phase shift no domı́nio (ω − k), usando duas velocidades de

referência, vref1 e vref2 . Este método é conhecido como PSPI (phase shift plus interpolation).

Para o caso de duas velocidades de referência (vref1 , vref2) em cada ńıvel z, com vref2 >

vref1 , tem-se

P1(x, z + ∆z, ω) = A1e
iθ1 ,

e

P2(x, z + ∆z, ω) = A2e
iθ2 .

O módulo e a fase obtidos por interpolação serão

A =
A1(vref2 − v(x)) + A2(v(x)− vref1)

vref2 − vref1

e

θ =
θ1(vref2 − v(x)) + θ2(v(x)− vref1)

vref2 − vref1

,

de onde

P (x, z + ∆z, ω) = Aeiθ.

Ou interpolando-se diretamente nos campos para fazer o processo linear (Etgen, 1994),

P (x, z + ∆z, ω) = αP1(x, z + ∆z, ω) + (1− α)P2(x, z + ∆z, ω), (1.30)
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onde

α =
vref2 − v(x)

vref2 − vref1

.

Neste método o número de velocidades de referência necessárias aumenta quanto maior

é a diferença entre as velocidades máxima e mı́nima em cada ńıvel z. É recomendado utilizar

a entropia como medida da dispersão das velocidades (Bagaini et al., 1995), para determinar

o número e as velocidades de referência ótimas em cada ńıvel de extrapolação.

O método split step (SS) (Stoffa et al., 1990), é uma outra forma de introduzir a correção

para variação lateral da velocidade no operador phase-shif. O operador de correção SS corre-

sponde à primeira ordem de uma expansão em série de Taylor do operador raiz quadrada, em

termos de perturbação da função vagarosidade. O operador raiz quadrada na aproximação

SS se expressa como

kz ≈
(√

ω2

v2
ref

− k2

)

︸ ︷︷ ︸
ω−k

+

(
ω

v(x, y, z)
− ω

vref

)

︸ ︷︷ ︸
ω−x

, (1.31)

onde vref é o valor médio da velocidade em cada ńıvel de profundidade.

Uma extensão do método split-step (SS), para tratar fortes variações laterais da veloci-

dade foi proposta por Kessinger (1992), onde basicamente é aplicada a migração SS utilizando

várias velocidades de referência e, em seguida, os campos são então interpolados de acordo

com a velocidade local. O método é conhecido como split-step estendido ou split-step PSPI

(SS-PSPI).

Quando a função velocidade no ńıvel de extrapolação não pode ser representada por

alguns poucos valores discretos da velocidade, o método SS-PPSI requer várias velocidades

de referência para produzir uma imagem de qualidade. Nestes casos são consideradas aprox-

imações de mais alta ordem da série de Taylor do operador raiz quadrada. O método aprox-

imado mais eficiente neste grupo é a migração Fourier diferenças finitas (FFD) - (Ristow

and Rühl, 1994). Este método se baseia numa aproximação por série de Taylor do erro,

que é obtido da diferença entre o valor exato do operador raiz quadrada com a velocidade

verdadeira v(x, z) e o valor avaliado usando uma velocidade de referência constante, na forma

d = kz − kref
z =

ω

v

√
1− v2kx

2

ω2
− ω

vref

√
1− v2

refkx
2

ω2
, (1.32)

onde nas aproximações é utilizada a condição vref ≤ v, no intervalo (z, z +∆z), de tal forma

que a variável p =
vref

v
seja menor que a unidade.
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O erro d pode ser escrito na forma (Ristow and Rühl, 1994)

d =
ω

vref

(p− 1) +
ω

vref

p(1− p)

{
1− δ1

2
u2 − δ2

8
u4 − δ3

16
u6 − 5δ4

128
u8 + · · ·

}
− ω

vref

p(1− p),

(1.33)

onde

u2 =

(
vkx

ω

)2

,

e

δn =
2n−2∑

l=0

pl,

tal que a sucessão dos δn converge somente se p < 1.

A aproximação de ordem zero da equação (1.33), equivale à aproximação split-step (1.31).

A aproximação de segunda ordem

d ≈ ω

vref

(p− 1)− ω

vref

p(1− p)

{
1

2
u2 +

δ2

8
u4

}
,

é reescrita utilizando a expressão racional

u2

a1 − b1u2
≈ 1

a1

u2 +
b1

a2
1

u4,

onde

a1 = 2,

e

b1 =
δ2

2
=

1

2
(p2 + p + 1).

Desta forma,

d ≈ ω

vref

(p− 1)− ω

vref

p(1− p)
u2

2− b1u2
.

Por fim, utilizando a equivalência dos operadores k2
x e − ∂2

∂x2 , a aproximação FFD de

segunda ordem do operador raiz quadrada, pode ser escrita como

kz ≈
√

ω2

v2
ref

+
∂2

∂x2

︸ ︷︷ ︸
I

+

(
ω

v
− ω

vref

)

︸ ︷︷ ︸
II

+
ω

v

(
1− vref

v

) (
v2

ω2
∂2

∂x2

a1 + b1
v2

ω2
∂2

∂x2

)

︸ ︷︷ ︸
III

, (1.34)

onde o termo I corresponde ao deslocamento de fase aplicado no domı́nio (ω−k). Os termos

II e III correspondem às aproximações SS e FFD de segunda ordem, respectivamente, os

quais são aplicados no domı́nio (ω − x).

Vale ressaltar que, embora a aproximação FFD forme uma sucessão convergente, quando

a condição p ≤ 1 é satisfeita, problemas de instabilidade numérica podem aparecer em

meios com forte contraste lateral de velocidade, exigindo modificações no método FFD que

garantam a sua estabilidade (Biondi, 2002).
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1.5 Obtenção dos CIGs na migração de tiro comum

Para análise de velocidade e de amplitude na migração de tiro comum é necessário utilizar

a redundância dos dados śısmicos através da introdução de variáveis adicionais às corde-

nadas espaciais utilizadas na condição de imagem convencional. A introdução de variáveis

adicionais permite gerar imagens parciais associadas a uma localização em subsuperficie

fixa. Essas imagens são chamadas de imagens de ponto de reflexão comum (CRPs do inglês

common-reflection-point) ou famı́lias de imagem comum (CIGs do inglês common-image

gathers). Se a imagem parcial é função do afastamento em superf́ıcie do dado, ela é chamada

de ODCIG (do inglês offset-domain common-image gather), se é função do ângulo, é chamada

de ADCIG (do inglês angle-domain common-image gather). A geração de ADCIGs é mais

natural na migração por continuação do campo de onda, dado que a informação de afasta-

mento em superf́ıcie é perdida no processo de extrapolação dos campos de onda, enquanto

as direções de propagação dos campos incidente (PD) e refletido (PU) estão dispońıveis em

profundidade (Biondi, 2006).

A variável adicional, introduzida na migração de tiro comum por continuação em pro-

fundidade, é chamada de afastamento em subsuperf́ıcie (hx, hy) e corresponde a um desloca-

mento horizontal nos campo de onda descendente e ascendente na condição de imagem, na

forma

I(x, y, z, hx, hy) =
∑

i

∑
ω

P si
U (x− hx, y − hy, z; ω)P si

D
∗(x + hx, y + hy, z; ω). (1.35)

Aplicando uma transformação slant stack, ao longo do eixo do afastamento em sub-

superf́ıcie em cada ńıvel de extrapolação (Prucha, Biondi and Symes, 1999), se obtém as

famı́lias nas variáveis parâmetro do raio (phx , phy), associado ao afastamento em subsu-

perf́ıcie. Para cada ponto-médio (x, y), podemos extrair a imagem Ixy(phx , phy , z), conhecida

como imagem de ponto comum no domı́nio do parâmetro de raio.

A partir das imagens Ixy(phx , phy , z), se obtém as imagens de ponto comum no domı́nio

de ângulo (ADCIG), utilizando as relações

khx = phxω, (1.36)

e

khx = −kz tan(γ), (1.37)

onde γ representa o ângulo de abertura no ponto de reflexão.

As famı́lias de ADCIGs obtidas com as equações de onda unidirecionais e com os métodos

Kirchhoff fornecem resultados similares, já que eles descrevem a refletividade como uma
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Figura 1.7: Campo de velocidades variando com a profundidade: v(z) = 2000+0.3z.

função do ângulo de incidência no refletor (Rickett and Sava, 2002). No entanto, as imagens

ODCIG não são equivalentes com as obtidas por migração Kirchhoff, onde o afastamento é

medido na superf́ıcie. Os ODCIGs obtidos mediante a equação da onda focalizam os eventos

no afastamento zero, enquanto os ODCIGs obtidos por migração Kirchhoff horizontalizam

os eventos.

Para ilustrar graficamente como se comportam as imagens de ponto comum (CIG) no

domı́nio afastamento em subsuperf́ıcie e no domı́nio do parâmetro de raio, foi gerado um dado

śısmico, usando-se um campo de velocidades variando com a profundidade v(z) = 2000+0.3z

m/s, através do modelamento tipo Kirchhoff do pacote SU (Cohen and Stockwell, 2006). O

dado contém 300 tiros, desde a posição 1000 m, com espaçamento de 20 m e receptores com

afastamentos de −1000m a 1000 m. Foram simulados refletores com coeficiente de reflexão

unitário nas profundidades z = 1000, 2000, 3000 e 4000 m, a partir do campo de velocidades

mostrado na Figura 1.7.

Os afastamentos em subsuperf́ıcie hx foram calculados para os valores de −800 m a 800

m, com intervalo dhx = 8 m. A Figura 1.8 representa a imagen ODCIG para a posição

x = 4000 onde toda a energia se concentra no afastamento zero, como esperado por esse

processo de imageamento, uma vez que a velocidade de migração foi correta.

Para construir imagens de ponto comum no domı́nio de parâmetro do raio, foi realizada

a transformação slant stack ao longo do eixo do afastamento, com valores de −50s/km a

50s/km para os parâmetros de raio na transformada τ − p. Na Figura 1.9 se pode obser-

var como os refletores aparecem horizontalizados. Quanto maior a profundidade menor a
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Figura 1.8: Seção de imagem de ponto comum, dados no domı́nio do afastamento
em subsuperf́ıcie (ODCIG), na posição x = 4000 m.
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Figura 1.9: Seção de imagem de ponto comum, dados no domı́nio do parâmetro
de raio phx , associado ao afastamento em subsuperf́ıcie hx, na posição
x = 4000 m.

abertura dos ângulos (menor faixa de parâmetros de raio) na seção de imagem comum.

Utilizando-se as relações (1.36) e (1.37) é posśıvel obter as imagens ADCIG que serão de

utilidade nos estudos de AVO após o processo de migração. Os artefatos numéricos da Figura

1.8 são causados pela transformacao slant stack da energia não focalizada no afastamento

zero, como se observa na Figura 1.9.



2
Equações de ondas unidirecionais com
amplitude verdadeira

2.1 Introdução

Neste Caṕıtulo se utiliza uma metodologia indutiva, a fim de estabelecer as modificações

que se fazem necessárias introduzir nas equações das ondas unidirecionais convencionais, no

intuito de melhorar a precisão nas fases e nas amplitudes estimadas dos campos de onda

unidirecionais, melhorando desta forma a estimativa dos coeficientes de reflexão.

Dois enfoques serão apresentados. No primeiro, se demonstra a equivalência das equações

iconal e de transporte, deduzidas das novas equações unidirecionais (Apêndice B), em relação

à equação iconal e de transporte, deduzida a partir da equação da onda completa (Apêndice

A). Num segundo enfoque, são comparadas as funções refletividades obtidas através de um

processo de migração em profundidade baseado nas novas OWWE com amplitude verdadeira,

com a obtida através de um processo de migração/inversão Kirchhoff, considerando neste

sentido que a migração/inversão Kirchhoff proporciona os valores corretos dos coeficientes

de reflexão na aproximação da teoria do raio. Para estabelecer esta última equivalência, a

função fonte nas equações de ondas unidirecionais deve ser modificada, como proposto por

Wapenaar (1990).

23
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2.2 Equações iconal e de transporte

2.2.1 Motivação

Como apresentado por Zhang et al. (2003), para o caso de um campo de velocidades variando

com a profundidade, v = v(z), é posśıvel mostrar de forma simples, que a aproximação de

primeira ordem WKBJ das amplitudes, obtida através das equações de ondas unidirecionais,

não corresponde com a obtida através da equação da onda completa. Desta forma, pode-se

deduzir que tipo de modificação deve ser feita nas equações de ondas unidirecionais.

A equação da onda completa para o caso v(z), no domı́nio transformado número de onda

(kx, ky), tem a forma
∂2W

∂z2
+ k2

zW = 0,

onde

kz =
ω

v(z)

√
1− v2(z)|kT|2

ω2
,

com

kT = (kx, ky).

Introduzindo o vetor vagarosidade transversal pT como

pT =
kT

ω
,

pz =
kz

ω
=

1

v(z)

√
1− (v(z)pT)2,

a equação pode ser escrita como

∂2W

∂z2
+ ω2p2

zW = 0. (2.1)

Substituindo a primeira ordem da aproximação assintótica de W (Apêndice A)

W = A(z,pT)e−iωτ(z,pT), (2.2)

na equação (2.1), obtém-se

{
−ω2

[(
dτ

dz

)2

− p2
z

]
A− iω

[
2
dτ

dz

dA

dz
+

d2τ

dz2
A

]
+ O(1)

}
e−iωτ = 0. (2.3)

O primeiro termo da equação (2.3) corresponde à equação iconal

[(
dτ

dz

)2

− p2
z

]
= 0,
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de onde
dτ

dz
= ±pz. (2.4)

Para o segundo termo, temos

2
dτ

dz

dA

dz
+

d2τ

dz2
A = 0,

como
d2τ

dz2
=

dpz

dz
= − 1

v3(z)p2
z

dv(z)

dz
,

obtemos

2pz
dA

dz
+

1

v3(z)pz

dv(z)

dz
A = 0,

ou
dA

dz
− 1

2v3(z)p2
z

dv(z)

dz
A = 0, (2.5)

que corresponde à equação de transporte.

Consideremos a mesma aproximação assintótica, equação (2.2), agora para as soluções

das equações dos campos de onda unidirecionais

{
∂

∂z
± ikz

}
A±e∓ikzz = 0, (2.6)

ou em termos de pz

{
∂

∂z
± iωpz

}
A±e−iωτ± =

{
iω

[
−dτ±

dz
± pz

]
A± +

dA±
dz

}
e−ωτ± = 0, (2.7)

onde A+ corresponde à solução para o campo descendente e A− à solução para o campo

ascendente. Da equação (2.7) obtemos a mesma equação iconal que a obtida com a equação

completa da onda (eq. (A.5)).
dτ±
dz

= ±pz,

garantindo desta forma a equivalência cinemática da equação da onda completa com as

equações das ondas unidirecionais.

No entanto, a equação de transporte obtida para as amplitudes

dA±
dz

= 0,

não tem a mesma correspondência com a equação (2.5). No intuito de lograr a equivalência

dinâmica da equação da onda completa com as equações das ondas unidirecionais, se faz

necessário introduzir um novo termo na equação (2.7), que passa a ter a seguinte forma:

{
∂

∂z
± iωpz − 1

2v3(z)p2
z

dv(z)

dz

}
W = 0, (2.8)
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para a qual se obtém agora a equação de transporte

dA±
dz

− 1

2v3(z)p2
z

dv(z)

dz
A± = 0,

enquanto a equação iconal permenece sem modificação. Desta forma, as equações unidire-

cionais modificadas (equação (2.8)), produzem ondas ascendentes e descendentes tanto com

tempos de percurso como amplitudes corretas, em comparação às obtidas com a equação da

onda completa, tomando-se como solução a aproximação assintótica da teoria do raio.

2.2.2 Meio com variação lateral da velocidade

A extensão do novo termo inclúıdo nos operadores de ondas unidirecionais, para meios

heterogêneos, v = v(x, y, z), deve ser feita no dominio (x, y, z). Para isso é mais conveniente

escrever a equação (2.8) na forma

{
∂

∂z
± ikz − ω2

2v3(z)k2
z

dv(z)

dz

}
W = 0, (2.9)

ou {
∂

∂z
± ikz − vz

2v(z)

[
1 +

(vkT)2

ω2 − (vkT)2

]}
W = 0, (2.10)

onde vz = dv(z)
dz

, e (vkT)2 deve ser interpretado como

(vkT)2 = −
[
v

(
∂

∂x
,

∂

∂y

)]
.

[
v

(
∂

∂x
,

∂

∂y

)]
= −∆T .

A equação (2.10) pode então ser escrita no dominio (kx, ky, z) como

{
∂

∂z
± iλ− γ

}
W = 0, (2.11)

com

λ =
ω

v

√
1− (vkT)2

ω2
,

e

γ =
vz

2v

[
1 +

(vkT)2

ω2 − (vkT)2

]
.

Levando a equação (2.11) para o domı́nio (x, y, z), assim como os operadores λ e γ,

obtém-se {
∂

∂z
± iΛ− Γ

}
W = 0, (2.12)

onde

Λ =
ω

v

√
1 +

∆T

ω2
,
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e

Γ =
vz

2v

[
1−∆T

(
ω2 + ∆T

)−1
]
,

com

vz =
∂v

∂z
.

Agora, o campo de velocidades corresponde a um meio completamente heterogêneo, isto é,

v = v(x, y, z).

As novas equações de ondas unidirecionais, equação (2.12)), expressas em termos dos

operadores pseudo-diferenciais Λ e Γ, proporcionam as mesmas equações iconal e de trans-

porte, num meio heterogêneo v(x, y, z), que aquelas obtidas a partir da equação completa

da onda. Neste sentido, as equações (2.12) são denominadas equações das ondas unidire-

cionais com amplitude verdadeira. Uma demostração detalhada dessa equivalência, baseada

na demonstração apresentada em Zhang et al. (2005), e que ressalta a importância do novo

operador Laplaciano transversal ∆T é desenvolvida em detalhes no Apêndice B.

2.3 Migração/inversão Kirchhoff versus migração através

das OWWE

A comparação das expressões da refletividade, obtidas através da migração por extrapolação

com as equações unidirecionais convencionais, com as obtidas através de um processo de

migração Kirchhoff com amplitude verdadeira, permite deduzir a existência de erros de fase

e de amplitude na refletividade estimada através das equações unidirecionais convencionais.

Esses erros podem ser corrigidos através da modificação das condições de fronteira e da

redefinição dos campos de ondas unidirecionais (Zhang et al., 2001a; Zhang et al., 2001b;

Zhang et al., 2002; Zhang et al., 2003).

Nesta seção descreve-se como a modificação das condições de fronteira, junto ao novo

conjunto de equações unidirecionais com amplitude verdadeira, produzem uma refletividade

equivalente à estimada através da migração/inversão Kirchhoff.

2.3.1 Refletividade num campo de velocidades variando com a
profundidade

Nos trabalhos de Schleicher et al. (1993) e Bleistein et al. (1999) estão apresentadas de

forma geral as funções peso para se obter a migração Kirchhoff com amplitude verdadeira.

A migração Kirchhoff pre-émpilhamento em 3D com essas funções peso tem a expressão
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integral

R(x) ∼
∫∫∫

W (x, ξ)eiω(τs+τr)Qs(xr,xs, ω)iωdξdω, (2.13)

onde

W (x, ξ) =
|h(x, ξ)|

A(x,xs)A(xr,x)|∇(τs + τr)|2 , (2.14)

é a função peso.

A(x,xs) e A(xr,x) são as amplitudes das funções de Green com fonte em xs e ponto

de observação x e fonte em x e ponto de observação em xr, respectivamente. τs e τr são os

tempos de percurso desde a fonte e o receptor ao ponto imagem x. E

|h(x, ξ)| = det

∣∣∣∣∣∣

∇(τs + τr)
∂

∂ξ1
∇(τs + τr)

∂
∂ξ2
∇(τs + τr)

∣∣∣∣∣∣
(2.15)

é o determinante de Beylkin (1985), que corresponde ao Jacobiano da transformação das

coordenadas em subsuperf́ıcie nas coordenadas em superf́ıcie.

Winbow and Schneider (1999) e Zhang et al. (2000) calcularam e simplificaram as

funções peso para meios v(z) para o caso 3D. A função peso para dados no domı́nio de tiro

comum fica expressa como:

W =

√
cos αs0 cos αr0

v0

√
ψs

ψr

√
σs

σr

, (2.16)

onde ψ e σ são os termos do espalhamento geométrico no plano e fora do plano, αs0 e αr0

são os ângulos que formam os raios da fonte e do receptor relativos a vertical na superf́ıcie,

e θ é o ângulo de reflexão, como é indicado na Figura 2.1.

Substituindo-se a equação (2.16) na equação (2.13), obtemos a expressão integral de

Kirchhoff para um meio v(z) na forma

R(x, y, z) ∼
∫∫∫ √

cos αs0 cos αr0

v0

√
ψsσs

ψrσr

eiω(τs+τr)Qs(xr, yr; ω)iωdxrdyrdω. (2.17)

Na migração convencional, através das equações das ondas unidirecionais num meio v(z),

os campos de onda U e D são extrapolados em profundidade tanto para os tiros como para

os receptores através das equações




(
∂

∂z
+ iλ

)
D = 0,

D(kx, ky, z = 0; ω) = ekxxs+kyys ,

(2.18)





(
∂

∂z
− iλ

)
U = 0,

U(kx, ky, z = 0; ω) = Qs(kx, ky; ω),

(2.19)
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Figura 2.1: Parâmetros envolvidos na função peso da migração/inversão Kirchhoff
em um meio v(z).

onde

λ =
ω

v

√
1− v2

ω2
(k2

x + k2
y).

Em Zhang et al. (2001b) são apresentadas expressões assintóticas para os campos de

ondas unidirecionais num meio v(z), ou seja, soluções para as equações (2.18) e (2.19), nas

formas:

D(x, y, z; ω) ∼
iω

2π
e−iωτs

√
cos αs

ψsσs

(2.20)

U(x, y, z; ω) ∼
∫∫

iω

2π
eiωτr

√
cos αr

ψrσr

Q(xr, yr; ω)dxrdyr, (2.21)

onde αs e αr são os ângulos que formam os raios da fonte e do receptor relativos à vertical

na subsuperf́ıcie, isto é, no ponto de reflexão, ver Figura 2.1.

Utilizando as expressoẽs (2.20) e (2.21) na condição de imagem da migração por extrap-

olação recursiva

R(x, y, z) =

∫
U(x, y, z; ω)

D(x, y, z; ω)
dω, (2.22)

obtemos uma estimativa da função refletividade na forma

R(x, y, z) ∼
∫∫∫ √

cos αr

cos αs

√
ψsσs

ψrσr

eiω(τs+τr)Qs(xr, yr; ω)dxrdyrdω. (2.23)

Comparando-se a equação (2.23) com a equação (2.17), conclui-se que a migração através

das equações de ondas unidirecionais é correta na parte cinemática, mas contém erros de

fase associados ao termo iω e erros de amplitude, em relação à migração/inversão Kirchhoff.
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Figura 2.2: Relação do vetor de onda ks com o ângulo α para um raio num meio
v(z).

Introduzindo nas equações (2.18) e (2.19) as condições de fronteira para um modelo mais

correto da fonte, como proposto em Wapenaar (1990), obtemos





(
∂

∂z
+ iλ

)
D = 0,

D(kx, ky, z = 0; ω) =
1

2iλ1/2
ekxxs+kyys ,

(2.24)





(
∂

∂z
− iλ

)
U = 0,

U(kx, ky, z = 0; ω) = λ1/2Qs(kx, ky; ω),

(2.25)

onde a condição de imagem é aplicada aos novos campos de ondas unidirecionais pD e pU ,

redefinidos por pD = λ−1/2D e pU = λ−1/2U . Nota-se que os campos pD e pU são equivalentes

aos campos p+ e p−, introduzidos por Wapenaar (1998) para garantir as propriedades de

reciprocidade dos propagadores unidirecionais.

Repetindo a análise assintótica para as equações (2.24) e (2.25) e, observando que λ =
ω
v

cos α (ver Figura 2.2), obtemos as expressões

D(x, y, z; ω) ∼
iω

2π
e−iωτs

√
cos αs

ψsσs

1

2i
√

ω
v

cos αs0

, (2.26)

U(x, y, z; ω) ∼
∫∫

iω

2π
eiωτr

√
cos αr

ψrσr

Qs(xr, yr; ω)

√
ω

v
cos αr0dxrdyr. (2.27)

Aplicando a condição de imagem

R(x, y, z) =

∫
pU(x, y, z; ω)

pD(x, y, z; ω)
dω =

∫ √
ω
v

cos αsU(x, y, z; ω)√
ω
v

cos αrD(x, y, z; ω)
dω, (2.28)
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com D e U dado pelas equações (2.26) e (2.27), obtemos a mesma função refletividade

derivada pela migração/inversão Kirchhoff conforme equação (2.17).

Pode-se mostrar que os novos campos de onda pD e pU satisfazem as equações das ondas

unidirecionais com amplitude verdadeira para meios v(z), dados na seção 2.2 através da

equação (2.11). Assim, o esquema de migração em profundidade com amplitude verdadeira

em meios v(z) assume a forma

(
∂

∂z
+ iλ− γ

)
p̃D = 0,

p̃D(kx, ky, z = 0; ω) =
1

2iλ
ei(kxxs+kyys),





(2.29)

(
∂

∂z
− iλ− γ

)
p̃U = 0,

p̃U(kx, ky, z = 0; ω) = Q(kx, ky; ω),



 (2.30)

onde p̃D e p̃U correspondem a transformada de Fourier dos campos pD e pU , respectivamente.

Portanto, conclui-se que garantir o prinćıpio da reciprocidade (Wapenaar, 1998) e uma

correta representação da fonte nos propagadores unidirecionais, implica na obtenção de am-

plitudes corretas na imagem migrada de forma equivalente à obtida através da aproximação

assintótica da teoria do raio para um meio v(z).

2.3.2 Campo de velocidades com variação lateral

Para um meio heterogêneo, v = v(x, y, z), as equações de ondas unidirecionais com amplitude

verdadeira para os campos pD e pU são dados por

(
∂

∂z
+ iΛ

)
pD − ΓpD = 0,

pD(x, y, z = 0; ω) =
1

2i
Λ−1δ(x− xs, y − ys, z),





(2.31)

(
∂

∂z
− iΛ

)
pU − ΓpU = 0,

pU(x, y, z = 0; ω) = Q(x, y; ω).



 (2.32)

Desenvolvendo-se as representações em termos da função de Geeen dos campos pD e pU

(Zhang et al., 2003) nas formas

pD(x,xs; ω) = A(x,xs)e
−iωτ(x,xs), (2.33)

pU(x,xr; ω) = 2iω

∫∫
cos αr

v(xr)
A(xr,x)eiωτ(xr,x)dxrdyr. (2.34)
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Aplicando a condição de imagem

R(x) =

∫
pU(x,xr; ω)

pD(x,xs; ω)
dω,

obtemos a expressão da refletividade

R(x) ∼
∫∫∫

iω
cos αr

vr

A(xr,x)

A(x,xs)
eiw(τ(xr,x)+τ(x,xs))dxrdyrdω. (2.35)

A função refletividade, obtida através das novas equações de ondas unidirecionais, tem a

mesma expressão da função refletividade obtida pelo processo de migração/inversão Kirchhoff

(Keho and Beydoun, 1988; Bleistein et al., 2001), confirmando que a formulação apresen-

tada, através das equações (2.31) e (2.32), proporciona um novo cenário para se desenvolver

algoritmos baseados em campos de ondas unidirecionais com amplitude verdadeira, isto é,

com amplitudes corretas compat́ıveis com as obtidas com a teoria do raio.



3
Condição de imagem tipo
deconvolução

3.1 Introdução

Os algoritmos baseados nas equações de ondas unidirecionais com amplitude verdadeira

(Zhang et al., 2003; Zhang et al., 2005) precisam de uma condição de imagem tipo decon-

volução, onde a razão dos campos de onda ascendente e descendente é utilizado como uma es-

timativa direta do coeficiente de reflexão especular, associado ao par de raios fonte/receptor,

na aproximação linear de primeira ordem do campo espalhado.

Quando o objetivo é somente a parte cinemática do campo de onda, isto é, a determinação

da posição dos refletores, a condição de imagem tipo correlação é utilizada sem problemas de

estabilidade. A razão da correlação e a densidade espectral do campo de onda descendente

pD(x, z; ω)p∗D(x, z; ω), proposto por Claerbout (1971), fornece uma estimativa do coeficiente

de reflexão.

Nos pontos onde a densidade espectral pD(x, z; ω)p∗D(x, z; ω), também chamada de função

iluminação, é zero ou quase zero, a condição de imagem tipo deconvolução se transforma em

um processo computacionalmente instável. Diferentes técnicas de estabilização da condição

de imagem tem sido propostas, modificando-se a densidade espectral do campo descendente,

a fim de evitar a divisão por pequenas quantidades. No entanto, qualquer modificação

da densidade espectral do campo de onda descendente modificará os valores estimados do

coeficiente de reflexão.

Neste caṕıtulo são comparadas quatro técnicas de estabilização para a condição de im-

33
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agem tipo deconvolução. A primeira técnica soma um valor constante à densidade espectral e

é chamada estabilização por um parâmetro constante, (Claerbout, 1971). A segunda técnica

soma um valor médio na freqüência multiplicado por um parâmetro de amortecimento (Va-

lenciano and Biondi, 2003) e é chamada de estabilização por uma função media na freqüência.

A terceira técnica de estabilização substitui os zeros no mapa da densidade espectral do

campo de onda descendente pelos valores dos pontos da vizinhança, através de um processo

de suavização (Guitton, Valenciano, Bevc and Claerbout, 2007). Neste caso, o rúıdo é

eficientemente reduzido mas as amplitudes são modificadas a depender do comprimento do

filtro utilizado no processo de suavização. Este processo de estabilização será referido como

estabilização por suavização.

Através da análise do mapa de iluminação do campo de onda descendente em diferentes

ńıveis de extrapolação z, é posśıvel identificar regiões onde a iluminação é muito baixa

comparada com o valor médio da iluminação transversal 〈PD(x; ω)P ∗
D(x; ω)〉x, isto para cada

valor ω da freqüência. Um critério de estabilização, chamado estabilização por critério

de iluminação, baseado na relação da iluminação no ponto (x, z; ω) e o valor médio da

iluminação na direção transversal foi proposto em Vivas e Pestana (2007a). Utilizando este

novo critério, os zeros no espectro do campo de onda descendente são preenchidos pelo valor

médio transversal da iluminação, e os pontos com boa iluminação permanecem inalterados.

Os resultados de um experimento numérico, que faz a migração baseada nas equações

dos campos de onda com amplitude verdadeira num meio v(z), através do esquema PS

com correções de amplitude (ver seção 4.2), permitirão ilustrar as comparações das quatro

técnicas de estabilização descritas.

3.2 Técnicas de estabilização

A condição de imagem tipo deconvolução utiliza a razão dos campos de onda continuados

em profundidade pU and pD na forma

R(x, z) =
∑

ω

pU(x, z; ω)

pD(x, z; ω)
, (3.1)

ou

R(x, z) =
∑

ω

pU(x, z; ω)pD
∗(x, z; ω)

pD(x, z; ω)pD
∗(x, z; ω)

, (3.2)

para obter uma estimativa do coeficiente de reflexão.

A condição de imagem para migração de tiro comum com amplitude verdadeira dada

pela equação (3.2) é instável para valores pequenos da densidade espectral do campo de onda
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descendente

I(x, z; ω) = PD(x, z; ω)PD
∗(x, z; ω). (3.3)

Para evitar a divisão por zero, a condição de imagem deve ser modificada para:

R(x, z) =
∑

ω

PU(x, z; ω)PD
∗(x, z; ω)

PD(x, z; ω)PD
∗(x, z; ω) + V

, (3.4)

onde V é uma constante ou uma função das coordenadas espaciais e/ou da freqüência que

varia suavemente (Claerbout, 1971).

A primeira técnica de estabilização considera V como uma constante δ, ou seja,

I1(x, z; ω) = PD(x, z; ω)PD
∗(x, z; ω) + δ, (3.5)

onde o valor de δ na prática é determinado de forma emṕırica.

A segunda técnica de estabilização consiste na seleção de uma função V (Valenciano

and Biondi, 2003) que corresponde ao valor médio na freqüência da densidade espectral do

campo descendente multiplicado pelo parâmetro de amortecimento δ, dado por:

I2(x, z; ω) = PD(x, z; ω)PD
∗(x, z; ω) + δ 〈PD(x, z; ω)PD

∗(x, z; ω)〉ω . (3.6)

Nos pontos (x, z) onde a densidade espectral do campo descendente tem um valor pe-

queno para todos os valores de freqüência, imagens muito ruidosas são obtidas, independente

do valor do parâmetro δ utilizado.

A terceira técnica de estabilização (Guitton, Valenciano, Bevc and Claerbout, 2007)

utiliza um processo de suavização na direção transversal da densidade espectral do campo

descendente, isto é, suavização nas coordenadas espaciais. Este procedimento preenche os

zeros do mapa de densidade espectral com a energia dos pontos na vizinhança e a condição

de imagem dada pela equação (3.2) é aplicada na forma:

R(x, z) =
∑

ω

PU(x, z; ω)PD
∗(x, z; ω)

I3(x, z; ω)
, (3.7)

onde

I3(x, z; ω) =¿ PD(x, z; ω)PD
∗(x, z; ω) Àx, (3.8)

e ¿ · Àx, corresponde a um filtro triangular na direção x. Quanto maior o comprimento

do filtro utilizado no processo de suavização, mais fortemente as amplitudes da densidade

espectral serão afetadas e, em conseqüência disso, os valores dos coeficientes de reflexão serão

também afetados.
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Uma quarta técnica de estabilização foi apresentada por Vivas e Pestana (2007a). Uti-

lizando o valor médio da iluminação na direção transversal, definido como

IM(z; ω) =
1

Nx

∑
x

I(x, z; ω), (3.9)

estabelece o seguinte critério para determinar pontos com boa ou pobre iluminação
{

Iboa(x, z; ω) < ε IM(z; ω),

Ipobre(x, z; ω) ≥ ε IM(z; ω),
(3.10)

onde o valor da constante ε está entre zero e um e deve ser determinado para cada campo

de velocidades.

Em pontos com boa iluminação, como definido na equação (3.10), a condição de imagem

dada pela equação (3.2) pode ser aplicada de forma direta, enquanto nos pontos com pobre

iluminação o valor será preenchido por εIM . Desta forma, um novo mapa de iluminação é

obtido na forma

I4(x, z; ω) =

{
I(x, z; ω) se I(x, z; ω) > εIM(z; ω),

εIM(z; ω) se I(x, z; ω) ≤ εIM(z; ω).
(3.11)

Definindo o mapa Ipobre de pontos com pobre iluminação através de

Ipobre(x, z) =
∑

ω

Ipobre(x, z; ω), (3.12)

O valor do parâmetro ε pode ser determinado por um critério de análise gráfica, dado que

diferentes valores do parâmetro permitem visualizar quais as regiões que serão modificadas

na sua iluminação original.

3.3 Testes numéricos

Apresentamos um teste numérico que nos permite a análise de forma simples do efeito da

técnica de estabilização utilizada sobre o valor estimado do coeficiente de reflexão. Para

isto, tomamos um modelo com campo de velocidades que varia com a profundidade, na

forma: v(z) = 2000+0.3z m/s (Figura 3.1), onde inserimos quatro refletores horizontais nas

profundidades z = 1000, 2000, 3000, 4000. Dado que os quatro refletores têm um contraste

de densidade unitário, então, os coeficientes de reflexão a serem recuperados devem ter valor

unitário, para todas as profundidades e ângulos.

Para ilustrar como o critério de iluminação é utilizado, equação (3.10), determinamos o

mapa de pontos com pobre iluminação, utilizando a equação (3.12), para diferentes valores
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de ε. As Figuras 3.2 e 3.3 correspondem aos mapas de pontos com pobre iluminação e suas

respectivas imagens migradas para diferentes valores do parâmetro ε.

A imagem migrada utilizando o valor ε = 1.0, Figura 3.3a, embora seja a menos rúıdosa,

apresenta problemas na recuperação das amplitudes no reflector mais profundo, dado que as

amplitudes do campo descendente nessa profundidade são tão baixas quanto o valor médio

transversal. A imagem migrada utilizando o valor ε = 0.5 indica os pontos que produzem

instabilidade sem modificar muito o mapa de densidade espectral na região dos refletores,

Figura 3.2b.

Como estamos especialmente interessados no coeficiente de reflexão obtido sobre o refle-

tor, o dado śısmico foi migrado e as quatro técnicas de estabilização descritas foram aplicadas.

Em seguida, em cada caso foi analisada a modificação apresentada no mapa de iluminação

pelo processo de estabilização. A Figura 3.4 apresenta os mapas de iluminação para a pro-

fundidade de extrapolação z = 1000 m.

Na Figura 3.4a observa-se o complexo padrão de pontos com valores nulos ou quase nulos,

na densidade espectral do campo descendente no dominio (x, z; ω). As regiões indicadas

com a letra A correspondem a valores muito baixos de amplitude espectral para todas as

freqüências. Por esta razão, a técnica de estabilização dada pela equação (3.6) (Figura 3.4c)

continua a ter problemas nestas áreas e produz imagens muito rúıdosas. As regiões indicadas

com a letra B correspondem a pontos com pobre amplitude espectral do campo descendente,

mas neste caso, eles estão numa vizinhança de pontos com boa iluminação. Nesta situação,

o algoritmo de suavização ao longo da direção x reduz as altas amplitudes, sobrestimando o

coeficiente de reflexão. Esta conclusão é confirmada através dos resultados apresentados na

Figura 3.5, onde se observam as amplitudes recuperadas sobre os refletores com as quatro

técnicas de estabilização discutidas neste trabalho.

Das quatro técnicas de estabilização apresentadas, a estabilização seguindo o critério

de iluminação foi a que manteve, da melhor maneira, as amplitudes espectrais do campo

descendente, preenchendo os valores nulos ou quasi nulos com o valor médio das amplitudes

na direção transversal. As imagens migradas, com uma correta seleção do parametro ε,

ficaram livres de rúıdo e as amplitudes recuperadas para o coeficiente de reflexão com os

valores esperados. Pelas razões citadas, este critério foi utilizado na condição de imagem tipo

deconvolução, aplicada durante a obtenção das imagens migradas, que serão apresentadas

no caṕıtulo a seguir.
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Figura 3.1: Modelo de quatro refletores planos inseridos no campo de velocidades
v(z) = 2000 + 0, 3z m/s.
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Figura 3.2: Mapas de iluminação Ipobre(x, z) para os pontos com pobre iluminação
(o valor zero indica um ponto com boa iluminação): ε = 1.0 (a); ε = 0.5
(b) e ε = 0.1 (c).
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Figura 3.3: Imagens migradas: ε = 1.0 (a); ε = 0.5 (b) e ε = 0.1 (c).
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Figura 3.4: Mapas de iluminação I(x; ω) na profundidade z = 1000 m: sem esta-
bilização (a); estabilização por um parâmetro constante, δ = 0, 1 (b);
estabilização por uma função média na freqüência, δ = 0, 1 (c); esta-
bilização por suavização - Filtro com 100 amostras (d) e estabilização
por critério de iluminação, ε = 1, 0 (e).
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Figura 3.5: Coeficiente de reflexão recuperado na imagem migrada através da es-
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4
Operadores de continuação no
domı́nio misto com correção de
amplitude

4.1 Introdução

No Caṕıtulo 2 foi mostrado que o esquema de migração apresentado por Zhang et al. (2005)

gera um novo cenário para o desenvolvimento de algoritmos de migração por continuação

do campo de onda em profundidade, proporcionando amplitudes equivalentes às obtidas

através da aproximação da teoria do raio e, por isso, equivalentes às obtidas através de um

processo de migração/inversão Kirchhoff. Nesta direção, as duas etapas da migração por

continuação do campo da onda em profundidade devem ser reformuladas no intuito de ter

uma correspondência com a teoria apresentada.

Em relação à continuação numérica dos campos de onda, são apresentadas neste caṕıtulo

as extensões dos algoritmos phase shift (PS), phase shift plus interpolation (PSPI), split-step

(SS) and Fourier finite difference (FFD), para levar em conta correções de amplitude em

concordância com as equações de ondas unidirecionais com amplitude verdadeira em meios

2D.

São discutidas duas estratégias para a solução das equações unidirecionais. A primeira

está relacionada com uma mudança de variáveis dos campos ascendentes e descendentes que

permite eliminar o operador Γ das equações. A segunda utiliza a abordagem de particiona-

mento da equação diferencial, solucionando primeiro a equação que contém o operador Λ,

e utilizando esta solução como condição inicial para a equação que contém o operador Γ.

43
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A segunda estratégia foi utilizada com sucesso no caso de um modelo com variação vertical

de velocidade. No entanto, sua implementação no caso de modelos com variação lateral

implica na avaliação de derivadas laterais do campo de velocidade, que podem introduzir

instabilidades adicionais nos algoritmos.

Em relação à formação de imagem, uma condição de imagem tipo deconvolução deve ser

aplicada, cujos detalhes sobre este item foram apresentados no Capitulo 3.

Para a validação numérica dos algoritmos propostos é feita uma comparação das imagens

migradas e das amplitudes recuperadas ao longo dos refletores, para uma seção de um único

tiro, com as amplitudes obtidas através dos algoritmos baseados nas equações de ondas

unidirecionais convencionais.

Ao fim deste caṕıtulo é apresentada uma avaliação da qualidade das imagens migradas

para o dado sintético Marmousi, o qual ainda continua sendo um dado śısmico padrão para

a validação de algoritmos na área de migração em profundidade.

4.2 Operador phase shift com amplitude verdadeira

Os algoritmos 2D de migração por continuação do campo de onda em profundidade, que

levam em conta as amplitudes e fases de forma mais correta, devem estar baseados nas

equações (
∂

∂z
+ iΛ

)
pD − ΓpD = 0,

pD(x, z = 0; ω) =
1

2iΛ
δ(x− xs, z),





(4.1)

(
∂

∂z
− iΛ

)
pU − ΓpU = 0,

pU(x, z = 0; ω) = Q(x; ω),



 (4.2)

com os operadores

Λ =
ω

v

√
1 +

∆T

ω2
, Γ =

vz

2v

[
1− (ω2 + ∆T )−1∆T

]
, (4.3)

onde

vz =
∂v(x, z)

∂z
, ∆T =

(
v

∂

∂x

)2

= v2 ∂2

∂x2
+ vvx

∂

∂x
,

e aplicar a condição de imagem tipo deconvolução

R(x, z) =
∑

ω

pU(x, z; ω)

pD(x, z; ω)
. (4.4)
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Para um meio que depende somente da profundidade, v = v(z), podemos aplicar a

transformada de Fourier em x e escrever os operadores λ e γ no domı́nio número de onda

global (kx, z; ω) na forma

λ =
ω

v

√
1− v2kx

2

ω2
,

γ = λ1/2∂λ−1/2

∂z
=

∂

∂z

(
ln

1

λ1/2

)
=

vz

2v

(
1 +

v2k2
x

ω2 − v2k2
x

)
,

(4.5)

e assim as equações (4.1) e (4.2) são escritas no domı́nio (kx, z; ω) como

(
∂

∂z
+ iλ− γ

)
p̃D = 0,

p̃D(kx, z = 0; ω) =
1

2iλ
ei(kxxs),





(4.6)

(
∂

∂z
− iλ− γ

)
p̃U = 0,

p̃U(kx, z = 0; ω) = Q(kx; ω).



 (4.7)

Introduzindo-se os novos campos de onda q̃D and q̃U dados por:

q̃D = λ1/2p̃D,

q̃U = λ1/2p̃U ,
(4.8)

o termo γ, presente nas equações (4.6) e (4.7), é eliminado, reduzindo as equações a

(
∂

∂z
+ iλ

)
q̃D = 0,

q̃D(kx, z = 0; ω) =
1

2iλ1/2
eikxxs ,





(4.9)

(
∂

∂z
− iλ

)
q̃U = 0,

q̃U(kx, z = 0; ω) = λ1/2Q(kx; ω),





(4.10)

as quais podem ser solucionadas pelo tradicional esquema de migração phase shift.

Para a aplicação da condição de imagem (4.4) é necessário retornar aos campos de onda

p̃D e p̃U , em cada ńıvel de extrapolação, através das expressões:

p̃D = λ−1/2q̃D,

p̃U = λ−1/2q̃U .
(4.11)

Assim, a primeira estratégia, relacionada com a introdução da mudança de variáveis

(4.8), permite estender o algoritmo de migração phase-shift convencional para migração com

amplitude verdadeira, através das equações (4.9) e (4.10) com as seguintes etapas:
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• Nı́vel z = 0, modificação da condição de fronteira na fonte pelo fator 1
2iλ1/2 .

• Nı́vel z = 0, modificação da condição de fronteira dos dados registrados nos receptores

pelo fator λ1/2.

• Nı́vel z = 0, recuperação dos campos p̃D(z = 0) e p̃U(z = 0) através das relações (4.11)

e aplicação da condição de imagem (4.4).

• Extrapolação em profundidade dos campos qD e qU do ńıvel z ao ńıvel z + ∆z, através

do deslocamento de fase exp [±iλ(z)∆z].

• Recuperação dos campos p̃D(z+∆z) e p̃U(z+∆z) através das relações (4.11) e aplicação

da condição de imagem (4.4) em z + ∆z.

A segunda estratégia utiliza o particionamento da equação diferencial, solucionando

primeiro a equação que contém o operador λ, associado às correções de fase, e utilizando

esta solução como condição inicial da equação que contém o operador γ associado às correções

de amplitude. Para um meio v(z), as correções de fase e amplitude podem ser expressas na

forma (Silva, 2006)

p̃
zj+1

D =

(
λzj

λzj+1

)1/2

exp−iωλzj (zj+1−zj) p̃
zj

D ,

p̃
zj+1

U =

(
λzj

λzj+1

)1/2

expiωλzj (zj+1−zj) p̃
zj

U ,

(4.12)

onde a continuação dos campos de onda no domı́nio (kx, z; ω) é feita através do produto de

dois fatores, um associado à correção de fase e o outro associado à correção de amplitude.

O fator associado à amplitude depende da mudança da velocidade na direção vertical e é

igual ao obtido através da aproximação WKBJ para um meio que varia suavemente com a

profundidade (Stolt, 1986).

Nas duas estratégias apresentadas, a avaliação direta da derivada vertical da velocidade,

vz, no operador γ é desnecessária uma vez que o termo pode ser eliminado ou avaliado de

forma direta.

Apresentamos aqui os resultados obtidos para o mesmo exemplo numérico usado no

trabalho de Zhang et al. (2005). O modelo consiste de quatro refletores horizontais nas

profundidades z = 1000, 2000, 3000, 4000 m com um campo de velocidades v(z) = 2000 +

0, 3z m/s (ver Figura 3.1). Foi gerada uma seção de um único tiro com os receptores nos

afastamentos de −6km a 6km, através do modelamento tipo Kirchhoff, utilizando o pacote

Seismic Un*x (Cohen and Stockwell, 2006), para uma fonte linear.
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Os quatro refletores foram modelados com um contraste de densidade unitário e, assim,

os coeficientes de reflexão recuperados devem ser iguais a um, independente do ângulo e da

profundidade dos refletores. Nas Figuras 4.1 e 4.2 apresentamos as imagens obtidas através

da migração phase shift convencional e phase shift com amplitude verdadeira, respectiva-

mente. As amplitudes obtidas nos refletores na migração convencional têm valores mais

altos no refletor menos profundo, assim como para ângulos de incidência maiores, enquanto

a migração com amplitude verdadeira consegue corrigir os valores do coeficiente de reflexão

pelo ângulo, bem como pela profundidade (Figuras 4.3 e 4.4).

Foram geradas as imagens de ponto comum (CIG) no domı́nio afastamento em subsu-

perficie (ODCIG) e no domı́nio do parâmetro de raio através da migração phase shift com

amplitude verdadeira, no intuito de estabelecer uma comparação com as imagens obtidas

através da migração phase shift convencional. Para isto foi utilizado o mesmo dado sintético

da seção 1.5, o qual contém 300 tiros, desde a posição 1000 m, com espaçamento de 20

m e receptores com afastamentos de −1000m a 1000 m. Foram simulados refletores com

coeficiente de reflexão unitário nas profundidades z = 1000, 2000, 3000 e 4000 m, a partir do

campo de velocidades v(z) = 2000 + 0.3z m/s. A condição de imagem tipo deconvolução foi

aplicada na forma

R(x, z, hx) =
∑

i

∑
ω

P si
U (x− hx, z; ω)P si

D
∗(x + hx, z; ω)

P si
D (x + hx, z; ω)P si

D
∗(x + hx, z; ω)

, (4.13)

onde a variável adicional hx, correspondente ao afastamento em subsuperf́ıcie na direção x,

foi calculada para os valores de −800 m a 800 m, com intervalo dhx = 8 m. A Figura 4.5,

em relacão à Figura 1.8, apresenta uma melhor distribuição da energia com a profundidade

além da atenuação dos artefatos numéricos.

A imagem de ponto comum no domı́nio do parâmetro de raio, foi obtida através de uma

transformação slant stack ao longo do eixo do afastamento, com valores de −50 s/km a 50

s/km para os parâmetros de raio. A atenuação de artefatos numéricos na Figura 4.6, em

relação à Figura 1.9, é notória e deve ser mais estudada para dados sintéticos e reais.
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Figura 4.1: Resultado da migração usando o operador phase shift convencional.

0

1000

2000

3000

4000

Pro
fun

did
ade

 (m
)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
x104Distancia (m)

Figura 4.2: Resultado da migração usando-se o operador phase shift com amplitude
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Figura 4.3: Amplitudes recuperadas ao longo dos refletores da imagem migrada
(Figura 4.1).
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4.3 Operador PSPI com amplitude verdadeira

O esquema de migração PSPI trabalha no domı́nio misto (ω − k; ω − x) fazendo a primeira

mudança de fase no domı́nio (ω− k), através do método phase-shift para várias velocidades

de referência. As variações laterais de velocidade são introduzidas no domı́nio (ω − x)

interpolando-se os campos obtidos por phase-shift para as diferentes velocidades de re-

ferência, segundo o valor da velocidade local (ver descrição deste método no Caṕıtulo 1).

Para introduzir correções de amplitude no esquema de migração PSPI, baseado no al-

goritmo phase-shift de amplitude verdadeira descrito, se deve fazer a extrapolação em pro-

fundidade dos campos q̃D e q̃U do ńıvel z ao ńıvel z + ∆z, através do deslocamento de

fase exp [±iλ(z)∆z], onde o operador λ(z) é avaliado nas nj velocidades de referência sele-

cionadas no ńıvel z. O problema neste método se apresenta no momento de fazer a mudança

de variável, que permite recuperar os campos p̃D(z + ∆z) e p̃U(z + ∆z) através das relações

(4.11), dado que neste caso o operador λ−1/2(z + ∆z) deverá também ser avaliado para as

nl velocidades de referência no ńıvel z + ∆z, gerando um conjunto de nj · nl campos que

deverão ser transformados para o domı́nio (ω, x) para posterior interpolação.

Em vista do alto custo computacional do procedimiento descrito (Vivas and Pestana,

2007b), propõe-se fazer diretamente a interpolação dos campos qD(z + ∆z) e qU(z + ∆z),

obtendo desta forma as fases corretas segundo a técnica PSPI. Enquanto para as amplitudes

devemos supor que as relações (4.11) continuam sendo válidas no domı́nio (ω, x), de tal

forma que a mudança de variável

pD = Λ−1/2qD,

pU = Λ−1/2qU ,
(4.14)

nos permitirá recuperar os campos pD e pU , sobre os quais deve ser aplicada a condição de

imagem (4.4), enquanto a extrapolação continua sendo feita sobre os campos qD e qU . Desta

forma, espera-se que a informação na fase seja interpolada com a mesma aproximação do

esquema PSPI convencional, enquanto as amplitudes serão corrigidas.

Uma aproximação por séries de Taylor será utilizada para a avaliação numérica do op-

erador Λ−1/2 em (4.14), na forma

Λ−1/2 =
(ω

v

)−1/2
[
1 +

∆T

ω2

]−1/4

=
(ω

v

)−1/2

[
1− 1

4

(
v2

ω2

∂2

∂x2
+

vvx

ω2

∂

∂x

)
+

5

32

(
v2

ω2

∂2

∂x2
+

vvx

ω2

∂

∂x

)2

+ · · ·
]

. (4.15)

Na Figura 4.7 são apresentados o primeiro e segundo termos da aproximação do operador

(1 + X2)−1/4, onde X2 = ∆T

ω2 . Os termos de ordens maiores da aproximação não devem ser
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Figura 4.7: Primeira e segunda ordem da aproximação do operador (1 + X2)−1/4.

levados em conta, pois contêm derivadas de alta ordem do campo de velocidades e derivadas

de alta ordem dos campos de onda. Nos testes numéricos somente os dois primeiros termos

da série (4.15) foram utilizados.

O algoritmo de migração PSPI com amplitude verdadeira é implementado mediante as

seguintes etapas:

• Transformada de Fourier da fonte e dos dados registrados para o domı́nio (kx, ω).

• Seleção do número ótimo de velocidades de referência em cada ńıvel de profundidade.

• Modificação das condições de fronteira no ńıvel z = 0.

• Extrapolação em profundidade dos campos qj
D e qj

U do ńıvel z ao ńıvel z + ∆z, através

do deslocamento de fase exp [±iλj(z)∆z], com as nj velocidades de referência.

• Interpolação dos campos qj
D e qj

U no domı́nio (x; ω) segundo a velocidade local.

• Obtenção dos campos pD e pU , através das relações (4.14) utilizando os campos qD e

qU obtidos da interpolação e a aproximação do operador Λ−1/2 avaliado no ńıvel de

extrapolação z + ∆z.

• Aplicação da condição de imagem (4.4) utilizando os campos pD e pU .

O custo computacional do método PSPI 2D convencional relacionado ao número de

FFTs (Fast Fourier Transform) é de

N = 2 · (nt · log nt) + 2 · nz · (nx · log nx) + 2 · nz · nj(z) · (nkx · log nkx),
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onde nt é o número de amostras no tempo, nx e nz são os números de amostras do campo

de velocidades, nkx os números de onda na direção x e nj(z) o número de velocidades de

referência determinado no ńıvel de extrapolação z.

O método PSPI com amplitude verdadeira, aqui proposto, somente tem um custo adi-

cional relacionado com a avaliação da mudança de variável dos campos, utilizados na extrap-

olação qD e qU para os campos utilizados no imageamento pD e pU . A mudança de variáveis

é feita através do operador Λ−1/2.

É também importante mencionar que a modificação das condições iniciais dos campos

qD e qU no ńıvel z = 0 foi feita no domı́nio de Fourier.

São apresentados dois exemplos numéricos que permitem avaliar as correções de ampli-

tude obtidas com o método PSPI proposto. Primeiro, apresentamos um teste para um meio

2D que possui somente variação lateral da velocidade. Usando-se uma técnica baseada na

correção de amplitude no domı́nio do número de onda, ver equação (4.12), e, como não existe

variação vertical da velocidade, o termo de correção de amplitude é igual a um. Portanto,

nenhuma correção de amplitude é realizada neste tipo de modelo. Já o método PSPI com

correções de amplitude proposto, leva em conta a variação lateral da velocidade através da

introdução do operador Λ−1/2, que inclui a derivada lateral do campo de velocidades no

operador Laplaciano transversal. O dado usado como teste corresponde a um único tiro na

posição xs = 6000 m, com os receptores nos afastamentos -6 km a 6 km, num campo de

velocidades dado por v(x) = 2000 + 0.2x m/s. Os refletores têm as mesmas profundidades,

que as do modelo anterior, com apenas variação vertical, e com um contraste de densidade

unitário (Figura 4.8). A Figura 4.9 representa o dado śısmico gerado a partir deste modelo.
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As Figuras 4.10 e 4.11 representam as imagens obtidas através dos algoritmos de mi-

gração PSPI convencional e PSPI com correções de amplitude. As Figuras 4.12 e 4.13 repre-

sentam as amplitudes recuperadas sobre os reflectores nas respectivas imagens. Observa-se

que as amplitudes obtidas usando-se o método PSPI com correção de amplitude, se aproxi-

mam mais do valor um, ao longo dos quatro refletores. Em todos os experimentos numéricos

algum critério de estabilização na condição de imagem do tipo deconvolução deve ser uti-

lizado (Vivas and Pestana, 2007a).
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Figura 4.10: Resultado da migração através do algoritmo PSPI convencional.
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Figura 4.11: Resultado da migração usando o algoritmo PSPI com correção de
amplitude.
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Figura 4.12: Amplitudes recuperadas ao longo dos refletores - algoritmo PSPI con-
vencional (Figura 4.10).
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Figura 4.13: Amplitudes recuperadas ao longo dos refletores - algoritmo PSPI com
correção de amplitude (Figura 4.11).
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Como segundo experimento numérico, são apresentados os resultados obtidos para a mi-

gração do dado sintético Marmousi, o qual é um modelo padrão para testes de algoritmos de

migração pré-empilhamento. As Figuras 4.14 e 4.15 apresentam os resultados das migrações

com os algoritmos PSPI convencional e PSPI com correção de amplitude, respectivamente,

utilizando-se a mesma condição de imagem tipo deconvolução. Maior continuidade e mel-

hor definição dos refletores é obtida através da migração PSPI com correções de amplitude,

conseqüência de uma melhor preservação das altas freqüências na imagem obtida através

da migração com o algoritmo PSPI com correção de amplitude. As Figures 4.16 e 4.17

representam detalhes das estruturas profundas do modelo, onde melhores amplitudes são

recuperadas, observando-se também uma melhor definição dos refletores.
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Figura 4.14: Resultado da migração com o algoritmo PSPI convencional.
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Figura 4.15: Resultado da migração com o algoritmo PSPI com correção de ampli-
tude.
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Figura 4.16: Imagem da estrutura falhada obtida através do método PSPI conven-
cional (à esquerda) e PSPI com correção de amplitude (à direita).

Figura 4.17: Imagem do reservatório profundo obtida através do método PSPI con-
vencional (à esquerda) e PSPI com correção de amplitude (à direita).
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4.4 Operadores SS e FFD com amplitude verdadeira

No intuito de estender os esquemas de migração SS e FFD para levar em conta correções de

amplitude de acordo com as equações (4.1) e (4.2) num meio v(x, z), introduzimos de novo

a seguinte mudança de variáveis no domı́nio (x, z; ω) (Zhang et al., 2005):

qD = Λ1/2pD,

qU = Λ1/2pU ,

que permite eliminar o termo Γ das equações (4.1) e (4.2).

O novo sistema de equações a resolver se reduz a
(

∂

∂z
+ iΛ

)
qD(x, z; ω) = 0,

qD(x, z = 0; ω) =
1

2iΛ1/2
δ(x− xs, z),





(4.16)

(
∂

∂z
− iΛ

)
qU(x, z; ω) = 0,

qU(x, z = 0; ω) = Λ1/2Q(x; ω),





(4.17)

onde o operador

Λ =
ω

v

√
1 +

∆T

ω2
, (4.18)

e

∆T =

(
v

∂

∂x

)2

= v2 ∂2

∂x2
+ vvx

∂

∂x
.

Os novos campos de onda qD e qU , obtidos por extrapolação recursiva da fase nas

equações (4.16) e (4.17), podem ser representados na forma

qD(x, zj+1; ω) = exp−iΛzj (zj+1−zj) qD(x, zj; ω),

qU(x, zj+1; ω) = expiΛzj (zj+1−zj) qU(x, zj; ω),
(4.19)

e a condição de imagem, aplicada aos campos pD e pU , toma agora a forma

R(x, zj+1) =
∑

ω

pU(x, zj+1; ω)

pD(x, zj+1; ω)
=

∑
ω

Λ
−1/2
zj+1 qU(x, zj+1; ω)

Λ
−1/2
zj+1 qD(x, zj+1; ω)

. (4.20)

Observa-se que a extrapolação recursiva da fase, através do operador Λ no domı́nio

(x, z; ω), leva em conta o novo termo no operador Laplaciano transversal, garantindo desta

forma novas correções nas fases, além das correções nas amplitudes.

Duas classes de linearizações dos operadores Λ, Λ−1/2 e Λ1/2, envolvidos nas equações

(4.16), (4.17) e (4.20), podem ser desenvolvidas. Na primera linearização se utiliza uma
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aproximação baseada na seleção de uma velocidade de referência para a avaliação dos oper-

adores no domı́nio (kx, z; ω) e posteriormente se introduz uma correção por variação lateral

da velocidade no domı́nio (x, z; ω).

Numa segunda aproximação, a extrapolação da fase através do operador Λ é feita da

forma convencional no domı́nio misto sobre os campos qD e qU , e para a recuperação dos

campos pD e pU , os operadores Λ−1/2 e Λ1/2 são avaliados através de uma aproximação direta

por séries de Taylor no domı́nio (x, z; ω). Para introduzir melhorias nas estimativas das fases,

um termo associado à variação lateral da velocidade pode ser adicionado na avaliação do

operador Λ de extrapolação da fase.

Inicialmente propõe-se uma linearização dos operadores Λ, Λ−1/2 e Λ1/2 que possa ser

implementada no domı́nio misto, isto é, incluindo um primeiro termo, que corresponde ao

operador avaliado numa velocidade de referência constante, no domı́nio (kx, z; ω), e os ter-

mos de correção no domı́nio (x, z; ω) que permitam levar em conta as variações laterais da

velocidade. Para isto, utiliza-se a mesma estratégia apresentada por Ristow and Rühl (1994)

(Caṕıtulo 1), onde a aproximação por série de Taylor é feita sobre o erro d, que é obtido

da diferença do operador Λ, calculado com a velocidade verdadeira, com o operador Λref ,

avaliado com a velocidade de referência vref , ou seja:

d = Λ− Λref ,

ou

d =
ω

v

√
1 +

∆T

ω2
− ω

vref

√
1 +

v2
ref

ω2

∂2

∂x2
.

Utilizando-se no primeiro termo a expressão da série de Taylor

f(x) =
√

1 + X2,

f(x) = 1 +
1

2
X2 − 1

8
X4 +

1

16
X6 − 5

128
X8 + · · · ,

com X2 = ∆T

ω2 , e passando ao domı́nio transformado (kx, z; ω), temos

d =
ω

v

[
1 +

1

2

(−k2
xv

2

ω2
+ i

kxvvx

ω2

)
− 1

8

(−k2
xv

2

ω2
+ i

kxvvx

ω2

)2

+
1

16

(−k2
xv

2

ω2
+ i

kxvvx

ω2

)3

+ · · ·
]
−

ω

vref

[
1− 1

2

k2
xv

2
ref

ω2
− 1

8

k4
xv

4
ref

ω4
− 1

16

k6
xv

6
ref

ω6
− · · ·

]
, (4.21)

desprezando os termos de ordem O(v2
x), que envolvem potências da derivada lateral vx, a
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expressão (4.21) pode ser reescrita como

d =
ω

v

[
1− 1

2

k2
xv

2

ω2
− 1

8

k4
xv

4

ω4
− 1

16

k6
xv

6

ω6
− · · ·

]
−

ω

vref

[
1− 1

2

k2
xv

2
ref

ω2
− 1

8

k4
xv

4
ref

ω4
− 1

16

k6
xv

6
ref

ω6
− · · ·

]
+

ikxvx

ω

[
1

2
+

2

8

k2
xv

2

ω2
+

3

16

k4
xv

4

ω4
+

5 · 4
128

k6
xv

6

ω6
+ · · ·

]
. (4.22)

Os dois primeiros termos da equação (4.22) correspondem à aproximação padrão FFD e

podem ser reescritos em termos da variável p =
vref

v
. O terceiro termo corresponde à correção

do operador Λ, que permite levar em conta a modificação do operador Laplaciano transversal,

relacionado com a derivada lateral da velocidade vx. A equação (4.22) pode então ser reescrita

como

d =
ω

vref

(p− 1) +
ω

vref

p(1− p)

{
1− δ1

2
u2 − δ2

8
u4 − δ3

16
u6 − 5δ4

128
u8 + · · ·

}
− ω

vref

p(1− p)+

ikxvx

ω

{
1

2
+

2

8
u2 +

3

16
u4 +

5 · 4
128

u6 + · · ·
}

, (4.23)

onde

u2 =

(
vkx

ω

)2

.

Desta forma, a aproximação FFD de segunda ordem do operador Λ, que inclui o novo

termo associado à derivada lateral da velocidade, pode ser escrito como

Λ ≈
√

ω2

v2
ref

+
∂2

∂x2

︸ ︷︷ ︸
I

+

(
ω

vref

)1/2 (
p1/2 − 1

)

︸ ︷︷ ︸
II

+
ω

v

(
1− vref

v

) (
v2

ω2
∂2

∂x2

a1 + b1
v2

ω2
∂2

∂x2

)

︸ ︷︷ ︸
III

+

vx

ω

∂

∂x

(
1

2
+

2

8

v2

ω2

∂2

∂x2
+

3

16

v4

ω4

∂4

∂x4

)

︸ ︷︷ ︸
IV

, (4.24)

onde o termo I corresponde a um deslocamento de fase no domı́nio (ω − k) e os termos

II e III à aproximação split-step e FFD de segunda ordem, respectivamente. O termo IV

corresponde à correção de fase associada à derivada lateral do campo de velocidades.

Para a aproximação do erro, associado ao operador Λ−1/2 em relação ao operador avaliado

na velocidade de referência, vref , temos:

d = Λ−1/2 − Λ
−1/2
ref ,

ou

d =
(ω

v

)−1/2
(

1 +
∆T

ω2

)−1/4

−
(

ω

vref

)−1/2
(

1 +
v2

ref
∂2

∂x2

ω2

)−1/4

.



Operadores de continuação no domı́nio misto com correção de amplitude 63

Utilizando agora a expressão da série de Taylor

f(x) =
(
1 + X2

)−1/4
,

f(x) = 1− 1

4
X2 +

5

32
X4 − 15

128
X6 +

195

2048
X8 − · · · ,

onde X2 = ∆T

ω2 . Em seguida, passando ao domı́nio transformado (kx, z; ω) temos que

d =

(ω

v

)−1/2
[
1− 1

4

(
−k2

xv
2

ω2
+ i

kxvvx

ω2

)
+

5

32

(
−k2

xv
2

ω2
+ i

kxvvx

ω2

)2

− 15

128

(
−k2

xv
2

ω2
+ i

kxvvx

ω2

)3

+ · · ·
]

−
(

ω

vref

)−1/2 [
1 +

1

4

k2
xv

2
ref

ω2
+

5

32

k4
xv

4
ref

ω4
+

15

128

k6
xv

6
ref

ω6
+ · · ·

]
. (4.25)

Reorganizando os termos na equação (4.25) e desprezando termos da ordem O(v2
x), obtemos

d =
(ω

v

)−1/2
[
1 +

1

4

k2
xv

2

ω2
+

5

32

k4
xv

4

ω4
+

15

128

k6
xv

6

ω6
+ · · ·

]
−

(
ω
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)−1/2 [
1 +

1

4

k2
xv

2
ref

ω2
+

5

32

k4
xv

4
ref

ω4
+

15

128

k6
xv

6
ref

ω6
+ · · ·

]
−

(ω

v

)−1/2 ikxvvx

ω2

[
1

4
+

5 · 2
32

k2
xv

2

ω2
+

15 · 3
128

k4
xv

4

ω4
+ · · ·

]
. (4.26)

Organizando os termos na equação (4.26), e introduzindo a variável p =
vref

v
, obtemos

d ≈
(

ω

vref

)−1/2 (
p−1/2 − 1

)
+

1

4

(
ω

vref

)−1/2

p−1/2
(
1− p5/2

)
u2+

15

32

(
ω

vref

)−1/2

p−1/2
(
1− p9/2

)
u4 + · · ·

−
(ω

v

)−1/2 ikxvvx

ω2

[
1

4
+

5 · 2
32

u2 +
15 · 3
128

u4 + · · ·
]

. (4.27)

Conservando os termos correspondentes a uma aproximação FFD, o operador Λ−1/2 pode

ser descrito pela equação

Λ−1/2 ≈
(

ω

vref

)−1/2
(

1 +
v2

ref
∂2

∂x2

ω2

)−1/4

︸ ︷︷ ︸
I

+

(
ω

vref

)−1/2 (
p−1/2 − 1

)

︸ ︷︷ ︸
II

+

1

4

(
ω

vref

)−1/2

p−1/2
(
1− p5/2

)
w2 +

15

32

(
ω

vref

)−1/2

p−1/2
(
1− p9/2

)
w4

︸ ︷︷ ︸
III

−
(ω

v

)−1/2vvx

ω2

∂

∂x

[
1

4
+

5 · 2
32

w2 +
15 · 3
128

w4

]

︸ ︷︷ ︸
IV

, (4.28)
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onde

w2 = − v2

ω2

∂2

∂x2
.

Na equação (4.28) o termo I corresponde ao operador avaliado na velocidade de re-

ferência, o termo II a uma aproximação split-step, enquanto o termo III corresponde a uma

aproximação FFD do operador Λ−1/2. O termo IV corresponde de novo à correção do oper-

ador Laplaciano associado à derivada lateral da velocidade vx.

Finalmente deve ser obtida uma aproximação no domı́nio misto do operador Λ1/2, na

forma

d = Λ1/2 − Λ
1/2
ref ,

ou

d =
(ω

v

)1/2
(

1 +
∆T

ω2

)1/4

−
(

ω

vref

)1/2
(

1 +
v2

ref
∂2

∂x2

ω2

)1/4

.

Utilizando a expressão da série de Taylor

f(x) =
(
1 + X2

)1/4
,

f(x) = 1 +
1

4
X2 − 3

32
X4 +

7

128
X6 − 77

2048
X8 + · · · ,

com X2 = ∆T

ω2 , e pasando ao domı́nio transformado (kx, z; ω), temos

d =

(ω

v

)1/2
[
1 +

1

4

(
−k2

xv
2

ω2
+ i

kxvvx

ω2
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+ · · ·
]
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2
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− 3

32

k4
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4
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+

7

128

−k6
xv

6
ref

ω6
− · · ·

]
. (4.29)

Reorganizando os termos na equação (4.29) e desprezando termos da ordem O(v2
x), obtemos

d =
(ω

v

)1/2
[
1− 1

4

k2
xv

2

ω2
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32

k4
xv

4
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128
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− · · ·

]
−
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que pode ser também expresso pela equação
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Por fim, a aproximação do operador fica
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(4.32)

Nas expressões (4.24), (4.28) e (4.32), o termo IV contém, de forma expĺıcita, a derivada

lateral da velocidade, o que pode se tornar inconveniente em aplicações práticas, pois requer

o conhecimento de um gradiente lateral homogêneo do campo de velocidades, ou o cálculo

da derivada lateral a partir de uma estimativa do campo de velocidades, o qual pode nem

sempre ser suave.

Apresentamos os resultados obtidos com a aproximação SS convencional na fase, na

forma

Λ ≈
√

ω2

v2
ref

+
∂2

∂x2

︸ ︷︷ ︸
I

+

(
ω

vref

)1/2 (
p1/2 − 1

)

︸ ︷︷ ︸
II

, (4.33)

isto é, sem levar em conta o termo associado à derivada lateral da velocidade.

Em relação as correções de amplitude através dos operadores Λ−1/2 e Λ1/2, foram imple-

mentados os termos I e II, na forma

Λ−1/2 ≈
(

ω

vref

)−1/2
(

1 +
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ref
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, (4.34)
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, (4.35)

onde são inclúıdos dos termos de correção de amplitude sem precisar avaliar a derivada

lateral da velocidade, denominamos este algoritmo SS com correções de amplitude.

O algoritmo foi testado com o mesmo dado de um único tiro apresentado na seção PSPI

com correção de amplitude. As Figuras 4.18 e 4.19 apresentam as imagens obtidas para um

modelo com variação lateral da velocidade, ou seja, v(x) = 2000 + 0, 2x m/s, através das

migrações SS convencional e SS com correção de amplitude, respectivamente.
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Amplitudes melhores balanceadas pelo ângulo são recuperadas na imagem obtida com o

procedimento que faz correções de amplitude, ver Figuras 4.18 e 4.19. Isto também pode ser

confirmado nas Figuras 4.20 e 4.21, onde é obtida uma pequena correção das amplitudes pelo

ângulo e uma melhor estimativa da refletividade. Os valores estimados da refletividade para

os quatro refletores são mais próximos do valor esperado na imagem obtida com o método

SS com correções de amplitude, que a imagem obtida com o método SS convencional. No

entanto, deve ser observado que nenhum dos dois métodos fornece o valor unitário para a

refletividade. Isto pode ser atribuido ao fato de que a aproximação SS é válida somente para

variações laterais da velocidade muito pequenas e, por isso, tanto a fase como as amplitudes

não são estimadas corretamente para este modelo de velocidades.

O algoritmo SS proposto foi testado com o dado sintético Marmousi. Na implementação

do algoritmo SS com correções de amplitude não é necessária a avaliação da derivada vertical

nem lateral do campo de velocidades, pois o operador Γ não aparece nas equações e as

aproximação dos operadores Λ, Λ−1/2 e Λ1/2 não consideradam termos com derivada lateral,

equações (4.33, 4.34 e 4.35).

As Figuras 4.22 e 4.23 correspondem às imagens obtidas com as técnicas SS convencional

e SS com correções de amplitude proposta, respectivamente. Podemos observar uma melhor

compensação da illuminação na parte rasa da seção através da técnica proposta, ver Figuras

4.24 e 4.25, que é atribuida a uma melhor representação da fonte nas equações, assim como

um melhor balanceamento das amplitudes nas estruturas profundas, devido às correções de

amplitude em cada ńıvel de extrapolação.
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Figura 4.18: Imagem obtida através do método SS convencional.
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Figura 4.19: Imagem obtida através do método SS com correção de amplitude.
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Figura 4.20: Amplitudes recuperadas ao longo dos refletores da seção migrada
através do método SS convencional.
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Figura 4.21: Amplitudes recuperadas ao longo dos refletores da seção migrada
através do método SS com correção de amplitude.
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Figura 4.22: Resultado da migração SS convencional

Figura 4.23: Resultado da migração SS com correção de amplitude
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Figura 4.24: Detalhe da parte rasa, até 1 km, do resultado da migração com o
método SS convencional (Figura 4.22).

Figura 4.25: Detalhe da parte rasa, até 1 km, do resultado da migração com o
método SS com correção de amplitude (Figura 4.23).
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A implementação do algoritmo FFD com correções de amplitude implica desenvolver

técnicas impĺıcitas ou expĺıcitas para solucionar as equações correspondentes aos termos III

e IV nas aproximações apresentadas dos operadores Λ, Λ−1/2 e Λ1/2. Dado que estos termos

levam a instabilidades em meios com fortes contrastes de velocidade, consideramos mais

apropriado utilizar a linearização direta dos operadores Λ−1/2 e Λ1/2 por séries de Taylor.

Quanto ao operador Λ, este continua sendo avaliado no domı́nio misto, porém, adicionando-

se o novo termo ivx

ω
∂
∂x

na aproximação FFD convencional, o que acarretará em correções

de fase na migração associadas a variações laterais da velocidade além das correções de

amplitude.

O esquema de migração FFD com correções de amplitude implementado, utiliza as

seguintes aproximações dos operadores Λ e Λ1/2:

Λ ≈
√
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ref
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(4.36)

Λ1/2 =
(ω

v

)1/2
[
1 +

∆T

ω2

]1/4

=
(ω

v

)1/2

[
1 +

1

4

(
v2

ω2

∂2

∂x2
+

vvx

ω2

∂

∂x

)
− 3

32

(
v2

ω2

∂2

∂x2
+

vvx

ω2

∂

∂x

)2

+ · · ·
]

. (4.37)

Utilizando termos de segunda ordem na aproximação do operador (1 + X2)1/4, onde

X2 = ∆T

ω2 , Figura 4.26, e a mesma ordem de aproximação para o operador (1 + X2)−1/4,

somente a primeira derivada lateral do campo de velocidades e derivadas até de segunda

ordem dos campos de onda são considerados.

Em relação ao operador Λ−1/2, é utilizada a mesma aproximação por séries de Taylor

apresentada na aproximação dada pela equação (4.15), utilizada an migração PSPI com

correções de amplitude.

O algoritmo foi testado inicialmente em dois campos de velocidades com gradientes

constantes nas direções x e z. O primeiro teste corresponde ao campo com variação lateral

v(x) = 2000 + 0, 2x m/s, cujos resultados, com os algoritmos PSPI e SS com correções de

amplitude, foram mostrados nas Figuras (4.10), (4.11), (4.18) e (4.19).

A imagem obtida através da técnica FFD proposta (Figura 4.28) tem uma ótima correção

de amplitude, tanto pelo ângulo como pela profundidade, em relação à imagem fornecida pelo

esquema FFD convencional. Em relação às amplitudes recuperadas nos refletores, observa-se
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Figura 4.26: Aproximação do operador (1 + X2)1/4 com termos de primeira e se-
gunda ordens.

que as amplitudes recuperadas com o método convencional, Figura 4.29, apresentam um erro

que aumenta com a velocidade, devido ao fato do esquema FFD trabalhar com a velocidade

mı́nima, como velocidade de referência. As amplitudes recuperadas pelo esquema proposto,

Figura 4.30, estão corrigidas pelo ângulo e pela profundidade. O erro nas amplitudes, devido

às altas velocidades, também foi corrigido pelo método FFD. Os valores de amplitudes

recuperados pelo método FFD com correções de amplitude, estão muito próximos do valor

unitário, ou seja, o valor esperado para a amplitude dos quatro refletores.

Um segundo teste, produzido com um dado sintético e que corresponde a um único

tiro na posição xs = 6000 m, num campo de velocidades que possui tanto variação lateral

como vertical, v(x) = 2000 + 0.2x + 0.3z m/s, e a mesma estrutura de quatro refletores

planos nas profundidades z = 1000, 2000, 3000, 4000 m, Figura 4.31, permite conferir o bom

desempenho do esquema proposto. As Figuras 4.33 e 4.34 correspondem às seções migradas

do dado mostrado na Figura 4.32, com o esquema FFD convencional e o esquema FFD com

correções de amplitude proposto.

A imagem da Figura 4.34 tem uma ótima correção de amplitude, como se observa

também na Figura 4.36, em relação à imagem obtida pelo esquema FFD convencional.

Assim, conclui-se que o algoritmo FFD com correções de amplitude proposto obtém bons

resultados em modelos de velocidades com uma variação suave, tanto lateralmente quanto

verticalmente.
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Figura 4.27: Imagem obtida através do algoritmo FFD convencional.
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Figura 4.28: Imagem obtida através do algoritmo FFD com correção de amplitude
e fase.
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Figura 4.29: Amplitudes recuperadas ao longo dos refletores do resultado da mi-
gração FFD convencional (Figura 4.27).
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Figura 4.30: Amplitudes recuperadas ao longo dos refletores do resultado da mi-
gração FFD com correção de amplitude (Figura 4.28).
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Figura 4.31: Modelo de quatro refletores planos e o campo de velocidades v(x, z) =
2000 + 0, 2x + 0, 3z m/s.
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Figura 4.32: Dado obtido através de modelagem tipo Kirchhoff com o campo de
velocidades mostrado na Figura 4.31.
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Figura 4.33: Imagem obtida através do algoritmo FFD convencional.
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Figura 4.34: Imagem obtida através do algoritmo FFD com correções de amplitude
e fase.
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Figura 4.35: Amplitudes recuperadas ao longo dos refletores do resultado da mi-
gração FFD convencional (Figura 4.33).
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Figura 4.36: Amplitudes recuperadas ao longo dos refletores do resultado da mi-
gração FFD com correção de amplitude (Figura 4.34).
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Testes do esquema FFD com correções de amplitude em modelos mais complexos, tais

como o dado Marmousi, exigem a suavização do campo de velocidades para se calcular a

derivada lateral vx, que aparece em alguns termos dos operadores Λ (4.24), Λ−1/2 (4.15) e

Λ1/2 (4.37). No algoritmo implementado, o esquema de extrapolação de fase trabalha com

o campo de velocidades original, enquanto um campo suavizado é utilizado para calcular a

derivada lateral, através de um esquema de diferenças finitas de quarta ordem.

Os resultados para o modelo Marmousi, testado também com as técnicas PSPI e SS com

correções de amplitude, são aqui apresentados.

As Figuras 4.37 e 4.38 permitem concluir que uma melhor compensação da iluminação

para os refletores superficiais e os refletores profundos é obtida com o método FFD com

correções de amplitude proposto e, por isso, é obtida uma melhor definição dos refletores

(Figuras 4.39 e 4.40).

Embora o método proposto FFD com correções de amplitude, melhore as amplitudes

recuperadas, o fato de introduzir um novo termo de fase, associado com a derivada lateral do

campo de velocidades, parece introduzir artefatos numéricos em regiões com forte contraste

de velocidade, o que pode ser conferido nas Figuras 4.37 e 4.38. Por isto testes em modelos

com fortes contrastes de velocidade, por exemplo, modelos com a presença de corpos de sal,

podem conduzir a instabilidade e devem ser analisados em trabalhos posteriores, onde pode

também se testar o resultado de utilizar uma correção de amplitude com a técnica split step

proposta e cinemática do FFD convencional.

Entretanto, não é simples provar que a mudança de variáveis pD e pU para qD e qU ,

introduzida no domı́nio (x, z; ω), permite eliminar o termo associado ao operador Γ nas

equações (4.1) e (4.2). Por esta razão, uma outra alternativa, que pode ser desenvolvida em

trabalhos futuros, consiste em se trabalhar diretamente com as equações dos campos pD e pU

e usando-se uma estratégia de particionamento da equação. Primeiro é resolvida a equação

com o operador Λ e a solução é utilizada como entrada na equação que tem o operador

Γ. Neste caso, aproximações dos operadores pseudodiferenciais Λ, Λ−1 e Γ nos domı́nios

(kx, z; ω) e (x, z; ω) precisam ser desenvolvidas.
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Figura 4.37: Imagem obtida através do método FFD convencional.

0

500

1000

1500

2000

2500

Pro
fun

did
ade

 (m
)

4000 6000 8000
Distancia (m)

Figura 4.38: Imagem obtida através do método FFD com correção de amplitude.
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Figura 4.39: Imagem da estrutura falhada: Método FFD convencional (à esquerda)
e FFD com correção de amplitude (à direita)

Figura 4.40: Imagem do reservatório profundo no modelo Marmousi obtido através
do método FFD convencional (à esquerda) e FFD com correção de
amplitude (à direita).



5
Conclusões

Neste trabalho foram estudadas as novas equações de ondas unidirecionais com amplitude

verdadeiras, concluindo-se que modificações nos esquemas de migração que levem em conta

os dois novos termos associados às derivadas vertical e transversal do campo de velocidades,

assim como um novo modelo para a fonte e uma condição de imagem tipo deconvolução,

devem ser adaptadas às técnicas convencionais de migração com o intuito de produzir imagens

migradas com valores da refletividade equivalentes aos obtidos através da fórmula integral

da migração/inversão Kirchhoff.

Quanto à fonte, implementamos e testamos o modelo para a fonte proposto por Wape-

naar (1990), mostrando uma melhoria na iluminação e na diretividade do campo de onda

descendente.

Em relação à condição de imagem tipo deconvolução, foram testadas várias técnicas de

estabilização e notamos que todas elas modificam os valores de amplitude recuperados para

o coeficiente de reflexão. Uma nova técnica de estabilização foi proposta neste trabalho.

A técnica melhora a acurácia dos valores de refletividade recuperados a partir da imagem

migrada, em relação as outras técnicas testadas, além de diminuir de forma considerável o

rúıdo na imagem migrada.

As técnicas convencionais de migração no domı́nio misto: Phase shift plus interpolation

(PSPI), Split-step (SS), e Fourier finite difference (FFD), foram adaptadas para levar em

conta os novos termos associados às derivadas lateral e transversal do campo de velocidades.

Dos resultados obtidos através da migração pre-émpilhamento 2D de tiro comum, tanto

para dados sintéticos de um único tiro, assim como para dados sintéticos com múltiplos

tiros, conclui-se que os novos esquemas de migração propostos incluem fatores de correção

81
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de amplitude e fase que melhoram a acurácia das amplitudes recuperadas sobre os refletores,

melhoram a imagem estrutural e permitem um melhor balanceamento da iluminação na

imagem migrada.

As técnicas SS e PSPI com correções de amplitude propostas não precisam da avaliação

expĺıcita das derivadas vertical e lateral do campo de velocidades, nem aumentam de forma

relevante o custo computacional, em relação às técnicas convencionais, tornado-as de inter-

esse para as aplicações em dados reais.

Na nova técnica FFD com correções de amplitude proposta, introduzimos um novo termo

de fase associado com a derivada lateral do campo de velocidades, produzindo assim uma

melhor correção das amplitudes em relação as técnicas SS e PSPI anteriomente citadas. No

entanto, a dependência expĺıcita do novo termo de fase com a derivada lateral da velocidade

gera maior instabilidade em regiões com forte contraste de velocidade. Também deve ser ob-

servado que a avaliação expĺıcita da derivada lateral da velocidade pode acarretar problemas

práticos.

Para trabalhos futuros, recomenda-se testes com os novos algoritmos com correções de

amplitude SS, PSPI e FFD em dados sintéticos, gerados a partir de campos com fortes

contrastes de velocidade, e também em dados reais com o objetivo de verificar as melhorias

das amplitudes obtidas nas imagens de ponto comum (ODCIGs e ADCIGs).

Vale ressaltar, ainda, que devido ao fato dos operadores dos campos de ondas unidi-

recionais não incluirem de forma expĺıcita as derivadas laterais e verticais do campo de

velocidade, isto pode estar relacionado com a violação do prinćıpio de conservação da en-

ergia e da reciprocidade, duas propriedades fundamentais da equação da onda completa.

Portanto, como trabalho futuro, sugerimos um estudo mais detalhado para a demostração

de que as novas equações de ondas unidirecionais com amplitude verdadeira, pelo fato de

incluir esses novos termos explicitamente, satisfazem o prinćıpio de conservação da energia

e a reciprocidade.
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Aos amigos da Colômbia que acreditam num páıs melhor e trabalham por sua construção.
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A
Equação Iconal e de transporte

Nos Caṕıtulos 1 e 2 se fez referência às soluções aproximadas da função de Green pro-

porcionadas pela teoria do raio para a equação da onda completa e as equações de ondas

unidirecionais. Entendendo-se que a “Teoria do raio é a coleção de resultados matemáticos

obtidos através da solução das equações iconal e de transporte” (Bleistein et al., 2001), é

importante se conhecer as condições sob as quais as equações iconal e de transporte são

válidas. Neste apêndice se apresenta a forma como essas equações são obtidas a partir de

substituição de uma solução teste na equação de Helmholtz.

A solução teste, também conhecida como solução WKBJ, série assintótica ou série de

Debye, tem a forma:

U(x, y, z; ω) = ωβeiωτ(x,y,z)

∞∑
j=0

Aj(x, y, z)

(iω)j
, (A.1)

onde τ(x, y, z) representa o tempo de percurso e as Aj(x, y, z) representam as amplitudes,

ambos sendo parâmetros independentes da freqüência que devem ser calculadas no intuito

de construir a solução assintótica.

O conceito de aproximação de alta freqüência, associado a solução de teste (A.1), está

relacionado com o fato de que a parte mais singular da solução (a componente mais brusca

-“sharpest”- de uma função) está associada com as altas freqüências, correspondendo assim

à transformada inversa do primeiro termo da serie, enquanto os termos de ordem maior

representam suavizações sucessivas (contribuições de baixa freqüência) obtidas através da

divisão pelas potências do termo iω (Bleistein et al., 2001). Assim, o resultado esperado para

a série de Debye é uma série assintótica onde somente os primeiros termos são relevantes.
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Sustituindo a soluão teste (A.1) na equação de Helmholtz

[
∇2 +

ω2

v2(x, y, z)

]
U(x, y, z; ω) = 0, (A.2)

e levando em conta que

∂2U

∂x2
l

= ωβeiωτ

∞∑
j=0

1

(iω)j

{
∂2Aj

∂x2
l

+ 2(iω)
∂τ

∂xl

∂Aj

∂xl

+ (iω)2

(
∂τ

∂xl

)2

Aj + (iω)Aj
∂2τ

∂x2
l

}
,

onde l toma os valores 1, 2 e 3, correspondendo às variáveis x, y, z, podemos escrever o

operador Laplaciano em forma vetorial como

∇2U = ωβeiωτ

∞∑
j=0

1

(iω)j

{∇2Aj + 2(iω)∇τ · ∇Aj + (iω)2 (∇τ)2 Aj + (iω)Aj∇2τ
}

, (A.3)

substituindo (A.3) em (A.2) obtemos

ωβeiωτ

∞∑
j=0

1

(iω)j

{
∇2Aj + iω

(
2∇τ · ∇Aj + Aj∇2τ

)
+ ω2

(
1

v2
− (∇τ)2

)
Aj

}
= 0. (A.4)

Em geral, os termos de diferentes potências em ω, na equação (A.4), não podem ser can-

celados. Logo, precisa-se cancelar os coeficientes de cada potência ω de forma independente.

Por isso, se avalia a equação (A.4) para as diferentes ordens j, assim:

j = 0

ωβ+2

(
1

v2
− (∇τ)2

)
A0 + ωβ+1

(
2∇τ · ∇A0 + A0∇2τ

)
+ ωβ∇2A0,

j = 1

ωβ+1

(
1

v2
− (∇τ)2

)
A1 + ωβ

(
2∇τ · ∇A1 + A1∇2τ

)
+ ωβ−1∇2A1,

j = 2

ωβ

(
1

v2
− (∇τ)2

)
A2 + ωβ−1

(
2∇τ · ∇A2 + A2∇2τ

)
+ ωβ−2∇2A2,

...

j = n

ωβ+2−n

(
1

v2
− (∇τ)2

)
An + ωβ+1−n

(
2∇τ · ∇An + An∇2τ

)
+ ωβ−n∇2An.

Agrupando os termos de mesma potência, para a potência ωβ+2 obtemos

(
1

v2
− (∇τ)2

)
A0 = 0,
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e lembrando que a série de Debye somente tem os primeiros termos relevantes, devemos

assumir que o coeficiente A0 6= 0, chegando-se à equação iconal

1

v2
− (∇τ)2 = 0. (A.5)

Continuando com a potência ωβ+1, obtemos:

(
1

v2
− (∇τ)2

)
A1 + 2∇τ · ∇A0 + A0∇2τ = 0,

e como a equação (A.5) garante que o primeiro termo é nulo, então, temos que:

2∇τ · ∇A0 + A0∇2τ = 0, (A.6)

que é a equação de transporte de ordem zero.

Para a potência ωβ, obtemos

∇2A0 + 2∇τ · ∇A1 + A1∇2τ +

(
1

v2
− (∇τ)2

)
A2 = 0,

onde de novo o último termo é nulo, a partir da equação (A.5), então

∇2A0 + 2∇τ · ∇A1 + A1∇2τ = 0,

que corresponde à equação de transporte de ordem um.

De forma similar, para a potência ωβ−n, se obtém a equação de transporte de ordem

n + 1:

∇2An + 2∇τ · ∇An+1 + An+1∇2τ = 0. (A.7)

A solução das equações iconal (A.5) e de transporte da ordem zero (A.6) são o tema

de estudo da teoria do raio. Após a solução destas duas equações, pode-se construir, de

forma recursiva, as soluções para as amplitudes de outras ordens, através das equações de

transporte de alta ordem (A.7).



B
Aproximação assintótica das OWWE
com amplitude verdadeira

No Caṕıtulo 2 foi mostrado, para o caso de um modelo de velocidade variando com a pro-

fundidade, que a equação de transporte derivada das equações de ondas unidirecionais não

é equivalente à equação de transporte obtida a partir da equação da onda completa. O

conjunto modificado de operadores unidirecionais, isto é, as denominadas equações OWWE

com amplitude verdadeira, deve então proporcionar soluções aproximadas de amplitude com

base na teoria do raio, assim como tempos de percurso mais corretos.

Neste apêndice mostra-se que as equações de ondas unidirecionais com amplitude ver-

dadeira têm soluções que satisfazem as mesmas equações iconal e de transporte obtidas a

partir da equação da onda completa (Apêndice A), também como demonstrado por Zhang

et al. (2005). Para isto, se introduz a representação do operador raiz quadrada como uma in-

tegral (Zhang et al., 2003), e se faz a análise assintótica das equações de ondas unidirecionais

resultantes. O resultado mais importante desta dedução é o fato de que a modificação do

operador Laplaciano transversal ∆T , para incluir termos que contém derivadas laterais do

campo de velocidades, é fundamental para se obter a mesma equação de transporte obtida

a partir da equação da onda completa.

Começamos com as novas equações de ondas unidirecionais propostas

{
∂

∂z
± iΛ− Γ

}
W (x, y, z; ω) = 0, (B.1)

onde

Λ =
ω

v

√
1 +

∆T

ω2
,
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e

Γ =
vz

2v

[
1−∆T

(
ω2 + ∆T

)−1
]
,

com vz = ∂v
∂z

.

Utilizando técnicas de integração complexa se pode mostrar que (Zhang et al., 2003),

Λ =
ω

v

[
I +

1

π

∫ 1

−1

√
1− s2

(
ω2 + s2∆T

)−1
∆T ds

]
, (B.2)

substituindo (B.2) na equação (B.1) obtemos
{

∂

∂z
± i

ω

v

}
W (x, y, z; ω)∓ i

ω

πv

∫ 1

−1

√
1− s2q(s; x, y, z; ω)ds

− vz

2v
{W (x, y, z; ω) + q(1; x, y, z; ω)} = 0, (B.3)

onde a função q(s; x, y, z; ω) é definida como solução da equação:
(
ω2 + s2∆T

)
q(s; x, y, z; ω) = −∆T W (x, y, z; ω), (B.4)

e o sinal negativo na equação (B.4) é responsável pela modificação dos sinais na equação

(B.3).

Procuramos, agora, uma aproximação assintótica de primeira ordem (A.1) para as

funções W e q, ou seja, solução para as equações (B.3) e (B.4), na forma:

W (x, y, z; ω) =

{
A0(x, y, z) +

A1(x, y, z)

iω

}
eiωτ(x,y,z), (B.5)

q(s, x, y, z; ω) =

{
Aq0(s, x, y, z) +

Aq1(s, x, y, z)

iω

}
eiωτ(x,y,z). (B.6)

Para substituir as expressões anteriores na equação (B.3), vários cálculos devem ser feitos

e começamos pelo cálculo da expressão

∆T W = (v∇T ) · (v∇T W ) , (B.7)

onde o simbolo ∇T representa o gradiente nas coordenadas transversais, isto é,

∇T =

(
∂

∂x
,

∂

∂y

)
.

Desta forma, a expressão (B.7) é equivalente a

∆T W = v∇T ·
[{

v

(
A0 +

A1

iω

)
iω∇T τ + v∇T

(
A0 +

A1

iω

)}
eiωτ

]

= v

{
v

(
A0 +

A1

iω

)
iω∇T τ + v∇T

(
A0 +

A1

iω

)}
eiωτ iω · ∇T τ

+

{(
viω∇T v · ∇T τ + v2iω∇2

T τ
) (

A0 +
A1

iω

)
+ v2iω∇T τ · ∇T

(
A0 +

A1

iω

)}
eiωτ

+

{
v2∇2

T

(
A0 +

A1

iω

)
+ v∇T v · ∇T

(
A0 +

A1

iω

)}
eiωτ ,



Aproximação assintótica das OWWE com amplitude verdadeira 93

a qual, se agrupada em termos da mesma potência (iω), resulta em

∆T W = v2(∇T τ)2A0(iω)2eiωτ (B.8)

+
{
v2(∇T τ)2A1 + 2v2∇T A0 · ∇T τ + v∇T v · ∇T τA0 + v2∇2

T τA0

}
(iω) eiωτ

+
{
2v2∇T A1 · ∇T τ +

(
v∇T v · ∇T τ + v2∇2

T τ
)
A1 + v2∇2

T A0 + v∇T v · ∇T A0

}
(iω)0eiωτ

+
{
v2∇2

T A1 + v∇T v · ∇T A1

}
(iω)−1eiωτ .

Na equação (B.8) serão levados em conta somente os dois primeiros termos que acompanham

as potências maiores (iω)2 e (iω), o que garante a consistência com a aproximação assintótica

de primeira ordem utilizada em (B.5) e (B.6). Assim temos que

∆T W = v2(∇T τ)2A0(iω)2eiωτ (B.9)

+
{
v2(∇T τ)2A1 + 2v2∇T A0 · ∇T τ + v∇T v · ∇T τA0 + v2∇2

T τA0

}
(iω) eiωτ + O(1).

Agora, passamos a avaliar a expressão do lado esquerdo da equação (B.4)

(
ω2 + s2∆T

)
q = ω2q + s2∆T q,

onde o termo

s2∆T q = s2 (v∇T ) · (v∇T q) ,

é avaliado utilizando o resultado da aproximação assintótica de primeira ordem obtida em

(B.9), resultando em

(
ω2 + s2∆T

)
q = −(iω)2

(
Aq0 +

Aq1

iω

)
eiωτ + s2v2(∇T τ)2Aq0(iω)2eiωτ

+ s2
{
v2(∇T τ)2Aq1 + 2v2∇T Aq0 · ∇T τ + v∇T v · ∇T τAq0 + v2∇2

T τAq0

}
(iω) eiωτ ,

que reagrupando em termos da mesma potencia em (iω), conseguimos

(
ω2 + s2∆T

)
q =

{−1 + s2v2(∇T τ)2}Aq0(iω)2eiωτ +
{−1 + s2v2(∇T τ)2}Aq1(iω)eiωτ

+ s2
{
2v2∇T Aq0 · ∇T τ + v∇T v · ∇T τAq0 + v2∇2

T τAq0

}
(iω) eiωτ . (B.10)

Substituindo as expressões (B.9) e (B.10) na equação (B.4) e igualando os coeficientes

dos termos (iω)2 e (iω), obtemos

{−1 + s2v2(∇T τ)2}Aq0 = −v2(∇T τ)2A0, (B.11)

e

{−1 + s2v2(∇T τ)2}Aq1 + s2
{
2v2∇T Aq0 · ∇T τ + v∇T v · ∇T τAq0 + v2∇2

T τAq0

}
=

− {
v2(∇T τ)2A1 + 2v2∇T A0 · ∇T τ + v∇T v · ∇T τA0 + v2∇2

T τA0

}
. (B.12)
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Da equação (B.11) se pode deduzir a relação dos termos Aq0 e A0 dada por:

Aq0 =
v2(∇T τ)2

1− s2v2(∇T τ)2A0. (B.13)

Já da equação (B.12) se pode identificar uma relação similar entre os termos Aq1 e A1 mais

um termo adicional relacionado com a ordem zero, desta forma se pode escrever

Aq1 = ALH + AP , (B.14)

onde

ALH =
v2(∇T τ)2

1− s2v2(∇T τ)2A1,

e

AP =
2v2∇T τ · ∇T (A0 + s2Aq0) + v∇T v · ∇T τ(A0 + s2Aq0) + v2∇2

T τ(A0 + s2Aq0)

1− s2v2(∇T τ)2 . (B.15)

A expressão (B.15) também pode ser escrita como uma divergência na forma

AP =
v∇T

A0

·
{

vA2
0∇T τ(

1− s2v2 (∇T τ)2)2

}
. (B.16)

Com estas expressões prontas, podemos substituir as aproximações assintóticas (B.5) e

(B.6) na equação (B.3) e obter

{
∂

∂z
± i

ω

v

}{(
A0(x, y, z) +

A1(x, y, z)

iω

)
eiωτ(x,y,z)

}

∓ i
ω

πv

∫ 1

−1

√
1− s2

{
Aq0(s, x, y, z) +

Aq1(s, x, y, z)

iω

}
eiωτ(x,y,z)ds

− vz

2v

{
A0(x, y, z) +

A1(x, y, z)

iω
+ Aq0(1, x, y, z) +

Aq1(1, x, y, z)

iω

}
eiωτ(x,y,z) = 0,

e desenvolvendo o operador ∂
∂z

temos:

{
∂

∂z

(
A0(x, y, z) +

A1(x, y, z)

iω

)
+

(
A0(x, y, z) +

A1(x, y, z)

iω

)
(iω)

∂τ

∂z

}
eiωτ(x,y,z)

± i
ω

v

{(
A0(x, y, z) +

A1(x, y, z)

iω

)
eiωτ(x,y,z)

}

∓ i
ω

πv

∫ 1

−1

√
1− s2

{
Aq0(s, x, y, z) +

Aq1(s, x, y, z)

iω

}
eiωτ(x,y,z)ds

− vz

2v

{
A0(x, y, z) +

A1(x, y, z)

iω
+ Aq0(1, x, y, z) +

Aq1(1, x, y, z)

iω

}
eiωτ(x,y,z) = 0.

(B.17)
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Na equação (B.17) pode-se observar que aparecem termos com potências da ordem (iω),

(iω)0 e (iω)−1. Levando em conta somente os termos de maior ordem, isto é, as potências

de (iω) e (iω)0 têm seu termos igualados a zero, obtém-se as seguintes equações

(
∂τ

∂z
± 1

v

)
A0 ∓ 1

πv

∫ 1

−1

√
1− s2Aq0ds = 0, (B.18)

∂A0

∂z
+

(
∂τ

∂z
± 1

v

)
A1 ∓ 1

πv

∫ 1

−1

√
1− s2Aq1ds− vz

2v
{A0 + Aq0(1, x, y, z)} = 0, (B.19)

para as potências (iω) e (iω)0, respectivamente.

Substituindo a expressão de Aq0 (eq. B.13) na equação (B.18), obtemos

{
∂τ

∂z
± 1

v
∓ 1

πv

∫ 1

−1

√
1− s2

v2(∇T τ)2

1− s2v2(∇T τ)2ds

}
A0 = 0, (B.20)

como estamos procurando uma solução W não nula, A0 6= 0, então

∂τ

∂z
± 1

v
∓ 1

πv

∫ 1

−1

√
1− s2

v2(∇T τ)2

1− s2v2(∇T τ)2ds = 0. (B.21)

A integral na equação (B.21) pode ser avaliada através da expressão (Zhang et al., 2003)

J1(b
2) =

1

π

∫ 1

−1

√
1− s2

1− b2s2
ds =

1− (1− b2)1/2

b2
.

Desta forma a equação (B.21) se transforma em

∂τ

∂z
± 1

v
∓ 1

v
v2 (∇T τ)2

(
1− (1− v2 (∇T τ)2)1/2

v2 (∇T τ)2

)
= 0, (B.22)

simplificando os termos resulta em

∂τ

∂z
± 1

v

(
1− v2 (∇T τ)2)1/2

= 0, (B.23)

a qual corresponde exatamente à equação iconal (Apêndice A)

(
∂τ

∂z

)2

=
1

v2

(
1− v2

(
∂τ

∂x

)2

− v2

(
∂τ

∂y

)2
)

. (B.24)

Observe que para se obter a parte cinemática correta, isto é, a mesma equação iconal, obtida

para a equação da onda completa, nenhuma derivada nem lateral nem vertical do campo

de velocidades esta envolvida (eq. B.18). Portanto, as equações de ondas unidirecionais

convencionais também reproduzem a parte cinemática de forma correta.

A parte dinâmica das equações de ondas unidirecionais com amplitude verdadeira vem

dada pela equação (B.19). Esta equação também tem envolvidos os termos A0 e Aq0, mais
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os termos A1 e Aq1, que satisfazem as relações (B.14-B.16). Substituindo-se essas expressões

na equação (B.19) obtemos

∂A0

∂z
+

(
∂τ

∂z
± 1

v

)
A1 ∓ 1

πv

∫ 1

−1

√
1− s2 (ALH + AP ) ds− vz

2v

(
1 +

v2 (∇T τ)2

1− v2 (∇T τ)2

)
A0 = 0,

(B.25)

e substituindo a expressão de ALH

∂A0

∂z
+

(
∂τ

∂z
± 1

v

)
A1

∓ 1

πv

∫ 1

−1

√
1− s2

(
v2 (∇T τ)2

1− s2v2 (∇T τ)2A1 + AP

)
ds− vz

2v

(
1 +

v2 (∇T τ)2

1− v2 (∇T τ)2

)
A0 = 0,

(B.26)

e, agora, podemos agrupar uma equação para A1, equivalente à equação (B.20) obtida para

A0, na forma {
∂τ

∂z
± 1

v
∓ 1

πv

∫ 1

−1

√
1− s2

v2(∇T τ)2

1− s2v2(∇T τ)2ds

}
A1 = 0, (B.27)

e a equação (B.26) se reduz a

∂A0

∂z
∓ 1

πv

∫ 1

−1

√
1− s2AP ds− vz

2v

(
1 +

v2 (∇T τ)2

1− v2 (∇T τ)2

)
A0 = 0. (B.28)

Substituindo o valor de AP , dado pela equação (B.16), em (B.28) resulta em

∂A0

∂z
∓ 1

πv

∫ 1

−1

√
1− s2

v∇T

A0

·
{

vA2
0∇T τ(

1− s2v2 (∇T τ)2)2

}
ds− vz

2v

(
1 +

v2 (∇T τ)2

1− v2 (∇T τ)2

)
A0 = 0,

(B.29)

em seguida, utilizamos a expressão integral (Zhang et al., 2003)

J2(b
2) =

1

π

∫ 1

−1

√
1− s2

(1− b2s2)2
ds =

1

2(1− b2)1/2
,

para avaliar a integral em (B.29).

Multiplicando toda a equação pelo valor 2A0 temos que:

2A0
∂A0

∂z
∓ 2∇T ·





vA2
0∇T τ

2
√

1− v2 (∇T τ)2



− 2

vz

2v

A2
0

1− v2 (∇T τ)2 = 0, (B.30)

ou

∂A2
0

∂z
∓∇T ·





vA2
0∇T τ√

1− v2 (∇T τ)2



− vz

v

A2
0

1− v2 (∇T τ)2 = 0. (B.31)
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Utilizando agora a equação iconal (B.23) na forma

√
1− v2 (∇T τ)2 = ∓v

∂τ

∂z
,

e substituindo na equação equação (B.31)

∂A2
0

∂z
+∇T ·

{
vA2

0∇T τ

v ∂τ
∂z

}
− vz

v

A2
0

v2
(

∂τ
∂z

)2 = 0, (B.32)

ou
∂A2

0

∂z
+∇T ·

{
A2

0∇T τ

(
∂τ

∂z

)−1
}
− vz

v3
A2

0

(
∂τ

∂z

)−2

= 0, (B.33)

e desenvolvendo o operador divergência transversal no segundo termo da equação anterior,

obtemos

∂A2
0

∂z
+∇T A2

0 ·∇T τ

(
∂τ

∂z

)−1

+A2
0∇2

T τ

(
∂τ

∂z

)−1

+A2
0∇T τ ·∇T

(
∂τ

∂z

)−1

− vz

v3
A2

0

(
∂τ

∂z

)−2

= 0,

(B.34)

ou

∂A2
0

∂z
+

(∇T A2
0 · ∇T τ + A2

0∇2
T τ

) (
∂τ

∂z

)−1

+A2
0∇T τ ·(−1)

(
∂τ

∂z

)−2

∇T
∂τ

∂z
− vz

v3
A2

0

(
∂τ

∂z

)−2

= 0,

(B.35)

e simplificando

∂A2
0

∂z

∂τ

∂z
+∇T A2

0 · ∇T τ + A2
0∇2

T τ − A2
0

(
∂τ

∂z

)−1 (
∇T τ · ∇T

∂τ

∂z
+

vz

v3

)
= 0. (B.36)

A equação (B.36) pode ainda ser escrita de uma forma mais conveniente como

∂A2
0

∂z

∂τ

∂z
+∇T ·

(
A2

0∇T τ
)− A2

0

2

(
∂τ

∂z

)−1
∂

∂z

(
(∇T τ)2 − 1

v2

)
= 0, (B.37)

utilizando de novo a equação iconal no termo

∂

∂z

(
(∇T τ)2 − 1

v2

)
=

∂

∂z

(
−

(
∂τ

∂z

)2
)

= −2

(
∂τ

∂z

)
∂2τ

∂z2
,

e substituindo na equação (B.37) temos que:

∂A2
0

∂z

∂τ

∂z
+∇T ·

(
A2

0∇T τ
)

+ A2
0

∂2τ

∂z2
= 0, (B.38)

ou

∇ · (A2
0∇τ

)
= 0, (B.39)

onde é mais clara sua correspondência com a equação de transporte obtida através da equação

da onda completa.
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É importante notar aqui que a equação de transporte (B.39) somente é obtida levando-

se em consideração os termos associados às derivadas laterais do campo de velocidades

no operador Laplaciano transversal, equação (B.15), e a derivada vertical do campo de

velocidades no novo termo incluido nas equações dos campos unidirecionais com amplitude

verdadeira, equação (B.19). Isto coincide com as conclusões dos trabalhos de Wapenaar

(1998, 1996) e Godin (1999), onde se enfatiza a necessidade de incluir as derivadas laterais

dos campos de velocidades nos operadores unidirecionais no intuito de garantir a conservação

de energia e o prinćıpio de reciprocidade, duas propriedades fundamentais da equação da

onda completa. Nos algoritmos de continuação no domı́nio misto com correção de amplitude

(Vlad, Tisserant and Biondi, 2003) o termo associado à derivada vertical foi incluido, mas o

termo associado à derivada lateral no Laplaciano transversal foi desprezado.




