XXIV IBERIAN LATIN-AMERICAN
CONGRESS ON COMPUTATIONAL
METHODS IN ENGINEERING

"
O
=
<
=
J

Ouro Preto/MG - Brazil

‘2003




Geracao de Superficies de Interacio pelo Método da Regressao Linear Multipla com o
Modelo de Dano em Vigas de Timoshenko 3D - Aspectos Teoricos.

Pedro C. S. Vieira

William T. M. Silva

Universidade de Brasilia, Departamento de Engenharia Civil e Ambiental,
PECC/FT, UnB/DF, Brasil

pevieira@unb. br, taylor@unb.br

A. D. Hanganu

Centro Internacional de Métodos Numéricos en Ingenieria, Edificio C1,
Campus Norte UPC, Gran Capita, s/n, 08014, Barcelona - Espafia
alex(@cimne.upc.es

Resumo. Na literatura técnica, sdo encontradas dificuldades para obtengdo de superficies de
interagdo em resultantes de tensoes que abordem mais de trés esfor¢os seccionais, como por
exemplo: momentos fletores, torgores, axiais e cortantes. Estes tipos de superficies apresen-
tam simplificagoes importantes nas andlises de plasticidade, evitando o processo de integragdo
numeérica das tensoes nas secoes transversais do elemento. Geralmente, as fungoes de escoa-
mento [ trabalham no espago de tensoes e dentro deste escopo, vé-se que a interagdo entre
as tensoes normal e tangencial pelo critério de Mises, aplicadas para os principais pontos de
tensdo numa se¢do metalica, é usualmente considerada como um limite para projetos elasti-
cos de elementos resistentes. Expressoes em tensoes, que dependem dos esforcos dados pela
Resisténcia dos Materiais, permitem aplicacoes de condigoes limites de forma direta. Quando
esta forma de critério é dada, a interagdo de surpeficies limites para trios de esfor¢os aplicados
resulta em planos, quadricas, surperficies mais complexas, ou uma mistura destas. Técnicas
que usam formulagoes analiticas sdo mais ou menos complexas e dependem de caracteristicas,
como por exemplo: combinagdo de tensoes ou de esforcos seccionais, e o tipo de se¢do anal-
isada. A formulagdo usada, neste trabalho, para a obten¢do destas superficies leva em conta a
andlise de elementos solidos de viga de Timoshenko 3D, no qual, os esfor¢cos seccionais usados
como base para gerar a superficie sdo retirados da se¢do mais plastificada de um elemento
engastado livre. Assim, estes esfor¢os sdao obtidos em fungdo da combinagdo de diversos car-
regamentos para a obtengdo da superficie de interagdo entre eles. O modelo de regressao linear
multipla permite o tratamento dos esforcos resultantes de diversas andlises para a geragdo da
superficie que leva em conta a combinagdo de esforgos tratada. Esta parte, aborda os aspectos
teoricos da formulagao.

Keywords: Funcoes de Escoamento, Curvas de Interagdo, Vigas de Timoshenko 3D, Regressao
Linear Multipla, Esfor¢os Seccionais.



1. INTRODUCAO

Pode-se ver, na literatura, que o enfoque dado para a analise nao-linear de estruturas com
vigas 3D, usando superficies de interacdo, leva em conta, somente, os trés esfor¢os seccionais,
devido as dificuldades de trabalhar com hiper-superficies e modelar, experimentalmente, os seis
esfor¢os seccionais existentes na andlise de porticos espaciais. O uso de elementos solidos
aumenta o custo computacional da andlise de forma importante quando sdo empregados para
analises reais e geralmente os softwares comerciais para projetos de pdrticos espaciais sao feitos
por meios elementos finitos de barra com formulacdes que simplificam a analise. Sabe-se que a
capacidade de resisténcia de um elemento estrutural depende do tipo de esforcos com o qual esta
sendo solicitado, ou seja, um sistema estrutural que trabalha s6 com esforcos axiais tem uma
capacidade de resisténcia maior do que quando trabalha com flexo-compressdo, flexo-tor¢ao,
etc. Estendendo o conceito, vé-se que os edificios que trabalham com cargas de vento, concen-
tradas, distribuidas, etc possuem um sistema que trabalha com os seis esfor¢os seccionais; se
analisarmos a influéncia que um tipo de esforco tem em alterar a capacidade resistente da estru-
tura, pode-se ver a necessidade de compreender melhor a interacdo que ha entre os esforcos, a
nivel de influenciar a estabilidade global ou local de uma estrutura.

Quando ¢ feita uma analise elasto-plastica com modelos de viga 3D, necessita-se de uma
funcdo da superficie de escoamento que controlara o término da fase eléstica e o estado plastico
da estrutura. O limite entre a zona elastica e a plastica se estabelece mediante a superficie de
fluéncia ou superficie de descontinuidade, e a partir deste limite esta superficie adquire mo-
bilidade no espaco de tensdes, seguindo a evolucdo do processo pléstico, transformando-se na
denominada superficie de carga plastica. Para estabelecer, durante o processo de carga, o inicio
do comportamento ineldstico e a posterior evolucao das fronteiras do dominio eléstico dentro
do espago, adota-se o critério de fluéncia ou descontinuidade (Oller, 2001).

Os modelos que foram utilizados neste trabalho levam em conta a necessidade de uma
solucdo de esfor¢os seccionais como resultado de uma analise 3-D. Sdo apresentados os fun-
damentos da teoria de viga de Timoshenko 3D, das relagdes constitutivas, da regressdo linear
multipla e das curvas de interacdo, os quais foram utilizados no presente trabalho.

2. FORMULACAO DE VIGA DE TIMOSHENKO 3D

O elemento finito de barra 3D foi desenvolvido a partir do elemento de viga de Timoshenko.
Este elemento permite modelar o comportamento de um barra prismatica sobre qualquer car-
regamento (Hanganu, 1997). Se trata de um elemento finito lagrangiano de continuidade C°,
de trés nds e seis graus de liberdade por nd. O fato de que o modelo constitutivo necessita de
informacao a nivel de tensao-deformacao, faz necessaria uma discretizacao da se¢ao transversal
em uma malha retangular (ver fig. 1).

A formulagdo seguinte descreve as relagdes existentes entre as varidveis pontuais e sec-
cionais. A barra é considerada no sistema de coordenadas locais, com seu eixo 2’ formando
com os restantes do eixos um triedo direito. Considera-se que os eixos ¢’ ¢ 2z’ sdo o0s eixos
principais de inércia de cada se¢do. O convénio dos sinais para os deslocamentos e rotagdes € o
da mecanica cléssica (Hanganu, 1997). Em coordenadas locais, os campos de deslocamentos e
de deformacoes sao:



Figura 1: Barra 3D com se¢@o dividida mediante uma malha retangular. Eixos globais e locais.
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As variaveis das equagdes anteriores tem o seguinte significado:

e u”— vetor de deslocamentos locais de um ponto qualquer da se¢ao;



e ¢— vetor de deformagdes;

e u’'— vetor de deslocamentos em coordenadas locais do elemento finito de barra 3D, cor-
respondente ao eixo da secdo;

e £— vetor de deformagdes seccionais;

e S— matriz geométrica de relacdo ponto-segao.

Utilizando o principio dos deslocamentos virtuais para escrever as equacoes de equilibrio,
o trabalho interno L;,,; , na equagdo(3), correspondente a um campo de deformacg@o virtual de
toma a seguinte forma:

l
Lint = / seladV = / 6e"STadV = / o’ { / STadA} dx (3)
\4 \%4 0 A

l l
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0

Na relagao (3), ¢ visto o vetor de esfor¢os seccionais & como o conjugado energético do
vetor de deformagdes seccionais. A matriz S = S (y, z) varia nas duas dire¢des da se¢do,
sendo isto, de interesse para este trabalho porque permite fazer uma andlise tridimensional do
processo de plastificacao:
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Onde o = Ce, sendo C o tensor constitutivo de rigidez local, cujo valor ¢:
E 0 0
C=|0 G O (6)
0 0 G
Empregando as relagdes da equagédo (2) junto com a equagdo (5) , obtem-se:

& = / STodA = / STCedA = / STCSedA = Ce (7)
A A A

Baseando-se na equagdo (7), apresenta-se o valor da matriz constitutiva seccional C que
relaciona as deformagoes e os esforgos seccionais.



C= / STCSdA (8)
A

A equagdo (8) é resolvida com a integracdo sobre uma quadricula de suporte 3D. O processo
de maneira detalhado ¢ apresentado, a seguir:
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As quadriculas do modelo 3D, (ver fig. 1), sdo retdngulos com os lados paralelos aos eixos
de inércia, as integrais duplas podem ser integradas de maneira independente, em fun¢do de
cada varidvel. O elemento finito estd definido por 3 nés com 6 graus de liberdade cada um
(Hanganu, 1997). Sao empregadas as funcdes de forma e o vetor de deslocamentos nodais
seguintes:

N; = Nig,com N' ={ N; N, Nj !
:{ u; v w; 0,0 0,5 0 }T,coma,:{ a’1 a/2 a;) } (10)

Onde I ¢ uma matriz identidade de fila (rank) 6, N’ sdo as funcdes de forma e a; ¢ o vetor
de deslocamentos nodais.

. r -, .
A matriz B’ ¢ apresentada a seguir:
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Sendoque: B ={ B} B, B; }.

dy/ dz'



A transformagao do sistema local ao global de coordenadas ¢ obtida através da matriz de
transformagao T, definida a seguir:

a, = Ta;;
_ [ To 057
T = | 03 Ty |°
[ cos (ZC,, x) cos (l‘l, y) cos (x', z)
Ty, = cos (y', x) cos (y/, y) cos (y/, z) (12)
| cos (z', :13) cos (z/, y) coS (z', z)

/ J4 A . ~ ! . ~ .
Onde: cos (x , x) ¢ o coseno do angulo entre a direg¢do local x e a diregao global x, e assim
sucessivamente para os demais (Hanganu, 1997).

As fungdes de forma empregadas na teoria 3D definem o campo continuo elementar, in-
terpolando os valores nodais. Sao utilizadas fungdes quadraticas lagrangianas correspondentes
a um elemento de barra de trés nos (ver fig. 2). Cada n6 tem uma fungdo de forma associada,
de maneira que esta vale 1 no n6 e 0 nos demais. Expressam-se como fun¢do de uma variavel
normalizada ¢, que varia de -1 a 1 (Hanganu, 1997). A seguir, sdo apresentados seus valores:
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Figura 2: Representagdo das fungdes de forma

Ni(Q=5¢(C—1)5 Na(@) = 1= ¢ Ny (€)= 3¢ (C+1) (13)

As matrizes N, e B; sdo reapresentadas em fungio da matriz transformagdo T ( ver eq. 12):

N,=N,T; B,=BT (14)

K3 K3

. . . . ’ ~
O vetor de deslocamentos seccionais da barra nos eixos locais u ¢ as deformagdes sec-
cionais & sdo apresentados em fun¢@o da matriz de forma N e de B, respectivamente:

’

u =Na; € =Ba (15)

A expressao desenvolvida para o vetor de forgas internas elasticas F, € vista a seguir:



F. = / B 6dx = / B’ Cédr’ (16)
l l

Onde [ ¢ o comprimento do elemento finito.
Com esta utlima transformacao a forca eléstica toma a seguinte forma:

F. = / B”CBdz'a = Ka (17)
l

Pode-se ver, na equagdo (17), a matriz de rigidez global do elemento, K. O processo
de integracdo ¢ feito com uma quadratura gaussiana reduzida de 2 pontos para os termos de
cortante, para evitar o efeito de bloqueo de cortante (Hanganu, 1997).

O processo de calculo ndo-linear consiste na avaliagdao das deformagdes seccionais & corre-
spondentes aos deslocamentos a, tal como se pode ver na equagdo (15). Desta maneira avalia-se
as deformagdes pontuais € mediante a equagio (2) e as tensdes correspondentes que sdo corregi-
das dentro do modelo constitutivo para depois integra-las sobre a se¢do mediante a relagdo (5).
No final, s3o obtidos os esfor¢os seccionais correspondentes de maneira que pode-se calcular
as forcas residuais com algoritmos normais (Hanganu, 1997).

A se¢do da viga esta discretizada mediante uma quadricula ortogonal (ver fig. 1). Os eixos
da quadricula devem ser paralelos as direcdes principais de inércia da se¢do. Cada retangulo da
quadricula pode estar caracterizado por um material e dimensdes geométricas distintas, sendo
que neste trabalho o material definido ¢ homogéneo. Os quatros cantos de cada retangulo sao
os pontos de calculo das deformacdes e tensdes. Para integrar as tensdes seccionais a partir
das tensdes do modelo constitutivo, considera-se que todas as tensdes envolvidas tenham uma
variagdo linear dentro de uma célula da quadricula (Hanganu, 1997).

3. MODELO DE DANO ISOTROPICO

O programa de andlise 3D usa o modelo constitutivo de dano isétropico. O modelo ¢
usado para problemas térmicamente estaveis, na configura¢do material lagrangiana com peque-
nas deformacdes e deslocamentos (Hanganu, 1997). Define-se, a seguir, a variavel de dano d,,
associada a uma superficie elementar com um volume de material degradado.

S,
dy, S (18)

Onde: S, ¢ a area total da se¢do, S,, é a area resistente efetiva, e (.S, — S,,) ¢ a 4rea ocupada
pelas aberturas.

Na relagdo anterior, d,, representa a densidade dos defeitos do material e tera o valor zero
no estado inicial, sem dano. A medida que a fissura¢do avanga, d,, tenderd a um valor critico,
proximo da unidade que corresponde a completa falta de 4rea resistente S,. A relagdo de
equilibrio entre a tensdo de Cauchy o e a tensdo efetiva & € vista a seguir:

oS, =a&5, (19)



Usando as equagdes (18) e (19), obtem-se:

oc=(01-d,)&=(1-d,) Ee (20)

Durante um processo de degradacdo em desenvolvimento, € a area efetiva que suporta
a carga externa, sendo assim, & ¢ um parametro fisicamente mais representativo que o. Os
modelos de dano descrevem o comportamento ndo-linear mediante uma ou véarias variaveis
internas de dano, que medem a perda de rigidez secante do material e que se normalizam com
respeito a unidade, a cual corresponde o dano méaximo. O efeito do dano se traduz na diminuigao
do mddulo de rigidez secante. O modelo considerado na tese doutoral de Hanganu foi o de dano
baseado na mecanica do sélido deformavel com somente uma varidvel interna (Hanganu, 1997).

Dentro destes conceitos foram feitas adequagdes para a aplicagdo da teoria na analise de
materiais homogéneos, como os metais. Definiu-se a energia de fratura com um valor alto para
poder obter o comportamento dos metais. Foram feitos testes para os esfor¢os axiais, momen-
tos fletores e torgores (ver fig. 3) para testar a viabilidade do modelo de dano em materiais
homogéneos, especificamente o ago. Chegou-se a conclusdo que a teoria podia ser aplicada
perfeitamente nas analises. Nos exemplos numéricos, serdo explicados, com mais detalhes, as
hipoteses adotadas nas analises através do elemento de viga 3D.
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Figura 3: Grafico da relagdo carga x deslocamento normalizados.

4. REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

Muitas aplicacdes da andlise de regressdo envolvem situagdes em que ha mais de uma
varidvel de regressdo. Um modelo de regressdo que contém mais de um regressor recebe o
nome de modelo de regressao multipla (Montegomery et. all, 1998). Um modelo de regressao
multipla pode ser escrito como a relacao seguinte:



Y = By + Biw1 + Bowa + - Bt € (21)

Este ¢ um modelo de regressdo com vdrias variaveis, sendo que Y ¢ a variavel depen-
dente ou resposta, e pode estar relacionada com £ variaveis independentes ou regressores. Os
parmetros 3,, j = 0,1,--- , k, se conhecem como coeficientes de regressdo. Este modelo de-
screve um hiperplano no espago de dimenséo k formado pelas variaveis de regressdo {z;}. O
parametro [3; representa a variagdo esperada na reposta Y por unidade de variagdo em z; quando
todos os demais regressores z; (i # j) se mantém constantes. Frequentemente estes modelos se
empregam como fungdes de aproximacao e se desconhece a verdadeira relacdo funcional entre
Y e xy,x9,...,x,. Sobre certos tipos de varidveis independentes o modelo de regressao linear
constitue uma aproximag¢ao adequada (Montegomery et. all, 1998). Os modelos que tem uma
estrutura mais complexa que a dada pela equagdo (21) com frequéncia, também, podem ser
analisadas com as técnicas da regressao linear multipla. Por exemplo, considerando um modelo
polinomial ctiibico com uma variavel de regressao.

Y = By + 12 + Box® + B+ € (22)

Tomando-se z; = z,7o = z%, 13 = 13, entdo a equagdo (22) pode ser escrita da forma
usual do modelo de regresao multipla.

Os modelos que incluem efeitos de interagdo, que € o caso deste trabalho, também podem
ser analisados com os métodos da regressdo linear multipla. Uma interagdo entre duas variaveis
pode ser representada como um produto entre variaveis, tal como

Y — 60 + le]_ + 52$2 + 612$1x2+ E (23)

Faz-se as seguintes modificagdes: z3 = x119 € 53 = [3,, entdo a equagdo (23) pode ser
escrita como

Y = By + B2 + Boxe + Baxs+ € (24)

que ¢ um modelo de regressao linear multipla.

Note-se que, ainda que este seja um modelo de regressdo linear, a forma da superficie
gerada pelo modelo ndo ¢ linear. Em geral, qualquer modelo de regressdo que ¢ linear nos
parametros () ¢ um modelo de regressdo linear, sem importar a forma de superficie que este
gera (Montegomery et. all, 1998).

4.1 Enfoque matricial para a regressao

E mais conveniente expressar o modelo com operagdes matematicas em forma matricial.

Suponha-se que existem k variaveis de regressdo e n observagdes (x;1, iz, - - -, Tig, Yi), | =
1,2,...,n, e que o modelo que relaciona os regressores com a resposta seja:
Y =By + Bixin + Baziz + - Bt €0 =1,2,...,n (25)

Este modelo ¢ um sistema de n equacdes que pode expressar-se em notagcdo matricial como



y=XB8+¢€ (26)

onde:
n 1z ®2 -+ x1%

= | x|l @)
Yn 1 Tnl Tp2 - Tnk
Bo €1
15} €

B | e | © (28)
Bk En

Em geral, y ¢ um vetor de observagdes de (n x 1), X é um tensor (matriz) de (n X p)
dos niveis das variaveis independentes, 3 é um vetor de (p x 1) formado pelos coeficientes de
regressdo e € ¢ um vetor (n x 1) dos erros aleatorios.

Deve-se encontrar o vetor dos estimadores dos minimos quadrados, B, que minimiza

L=) e=c"e=(y-X3) (y—XB) (29)

=1

O estimador de minimos quadrados 3 ¢ a solugdo para 3 nas equagdes

9L _
8B

Desevolvendo-se a equagdo (30) chega-se a:

0 (30)

X™X3 = X"y (1)

As equagdes (31) sdo as equagdes normais dos minimos quadrados em forma matricial, e
sdo identicas a forma escalar, como ¢ apresentado a seguir:

n n n n
nBo+B1Z$¢1 +BQZ%’2 +“'+Bkz$ik = Z%
i1 i—1 i—1 i—1
Bo Z T+ 31 Z T+ Bg Z Ti1Tio + -+ + Bk Z Ti1 T = Z Ti1Yi
i=1 i=1 i=1 =1 i=1

Bo Z Tik + Bl Z TikTi1 + Bg Z TikTig + -+ Bk Z Ty, = Z TikYi (32)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1



Para resolverem as equacdes normais, multiplicam-se ambos membros da equagdo (31)
pela inversa de X7 X. Por conseguinte, o estimador de minimos quadrados de 3 é:

B=(X"X)"'XTy (33)

Note-se que existem p = k + 1 equacdes normais € p = k + 1 incognitas, ou seja, os
valores de 30, B L B ... Por outro lado, a matriz X” X ndo ¢ singular, de modo que podem-se
empregar os métodos de inversdo de matrizes que existem na literatura.

A forma matricial das equagdes normais de (32) ¢ apresentada a seguir:

n Dl Tit DTzt Dl Tk Bo

DT D TH D TaTie o D TaTa | | B

DA Tk Dy TaTa Yy TakTaz D Ty B
Zn:?:lyi

_ Zizl.milyi (34)
Z?:lxikyi

Pode-se observar que a matriz X” X é uma matriz simétrica de (p X p), e que X'y € um
vetor coluna de (p x 1). Os elementos da matriz diagonal de XX sdo as somas dos quadrados
dos elementos nas colunas de X, enquanto que os elementos que estao fora da diagonal principal
sdo as somas dos produtos cruzados dos elementos das colunas de X (Montegomery et. all,
1998). Os elementos de Xy sdo as somas dos produtos cruzados das colunas de X e as
observacoes de y.

O modelo de regressdo ajustado tem a seguinte forma:

b= Bo+ D Bimii =12, ,n (35)

J=1

A forma matricial do modelo é:

y=XpB (36)

A diferenga entre a observagao y; e o valor ajustado ¢; ¢ um residuo, e; = y; — ;. O vetor
de residuos de (n x 1) se denota como:

e—y_3 (37)
4.2 Propriedades dos estimadores de minimos quadrados

O residuo quadratico médio 62 esta dado pelo erro ou residuo quadratico médio



SSE
n—p

6= MSp =

(38)

Onde SSi ¢ a soma dos quadrados dos erros, sendo representado a seguir:
n n

SSe=> (Wi—9) =) e =e'e (39)

i=1 =1

Substituindo-see =y -y =y — XE], chega-se a:
2\ . T 21T T~7A L A~T~ 7
SSp = (y—Xﬁ') (y—Xﬂ) =y y-BXy-y XB+8 X X3
=y'y-28'X"y + B' X"X3 (40)
Sendo que X7X3 = XTy.
A equagdo anterior se converte em:
T A~ T
SSp=y'y—-B Xy (41)

Por conseguinte, outra maneira de escrever a equagdo (38) ¢ apresentada a seguir:

AT
»_ 95 _y'y—-B X'y

g =
n—p n—p

(42)

4.3 Prova de hipotese na regressao

Nos problemas de regressao linear multipla, existem certas provas de hipotese sobre os
parametros do modelo que sao utéis para medir a adequagao do modelo. A prova de hipotese
requer que os termos de erro €; do modelo de regressao tenham distribui¢des normais e inde-
pendentes com média zero, e varidncia o2. A seguir, é apresentada uma tabela com o modelo
para a andlise da variancia para a prova de significdncia da regressao.

Tabela 1: Tabela da prova de significancia

Fonte Soma de | Graus de | Média de

de variagdo quadrados | liberdade | quadrados | Fy P> F
Regresao SSk k MSgr

Erro ou residuo | SSg n—op MSg %Jg];

Total Syy n—1

A prova de significancia para a regressao ¢ uma prova para determinar se existe uma relagao
linear entre a variavel linear e a variavel de resposta € um sub-conjunto de variaveis de regressao
X1, T, ..., Tk As hipoteses apropriadas sao:



Hy i fy=fy=-w =B =0

Hy : j3; # 0, pelo menos para um j (43)
Se Hy : py = By = --- = B, = 0 for rejeitado implica que pelo menos umas das
variaveis de regressao x1, s, ..., x; tem contribui¢do significativa no modelo. A soma total

dos quadrados S,, divide-se em: uma soma de quadrados devida a regressdo e uma soma de
quadrados devido ao erro.

S,y = SSp + 555 (44)

Se Hy : 8, = By = -+ = [, = 0 ¢ verdadeira, entdo % ¢ uma variavel aleatoria ji-
quadrada com k graus de liberdade. O numero de graus de liberdade para esta varidvel aleatoria
ji-quadrada ¢ igual ao niimero de variaveis de regressao do modelo. Pode-se demonstrar que

% ¢ uma variavel aleatdria con n — p graus de liberdade, e que SSg e S Sk sdo independentes

(Montegomery et. all, 1998). O estatistico de prova para Hy : 3, =3, =--- =, =0¢:
SSr
Fy= <5 (45)
(n—p)

Deve-se rejeitar Hy, si o valor calculado do estatistico de prova da equagdo (45), Fp, ¢
maior do que fo kn—p-

As formulas computacionais empregadas sao:

SSy=y"y - B X"y (46)

5SS, = BTXTy—(iL (47)

4.4 Prova sobre os coeficientes individuais de regressao

Existe, também, o interesse de fazer provas de hipdteses sobre os coeficientes de regressao.
Tais provas sdo Uteis para determinar o valor potencial de cada uma das variaveis de regressao.
O modelo pode se tornar mais eficaz com a inclusdo de outras varidveis ou a eliminagdo de um
ou mais regressores presentes no modelo. A adicdo de uma varidvel ao modelo de regressao
sempre faz com que a soma dos quadrados da regressdo aumente e que a soma dos quadrados
do erro diminua. Portanto, deve-se decidir se o aumento na soma dos quadrados da regressao ¢
suficientemente grande para justificar o uso de uma variavel a mais no modelo (Montegomery
et. all, 1998). Por outra parte a adi¢do de uma variavel sem importancia pode aumentar o erro

quadratico médio, indicando que a variavel diminue a qualidade com que o modelo ajusta os
dados.



A hipdtese para a prova de significancia de qualquer coeficiente de regressao individual,
por exemplo (3, €

H@ : 8;#0 (48)

A ndo € rejeigdo da opgdo Hy : 3; = 0, indica que o regressor z; pode ser eliminado do

modelo. O estatistico de prova para esta hipotese €:

A

Toz—ﬁj

(49)

Onde C; € o elemento da diagonal de (XTX)flque corresponde a Bj, e 0 denominador

da equagdo (49) ¢ o erro normalizado do coeficiente de regressdo 3;.
A hipétese nula Hy : 3; = 0 é rejeitada se [to| > ta n—p. Isto € chamado de prova parcial o

marginal porque o coeficiente de regressdo 3 ; depende de todas as demais variaveis de regressao
z; (1 # j) que estdo no modelo (Montegomery et. all, 1998).

4.5 Coeficiente de determinacio multipla

Para medir a adequacdao do modelo, podem ser empregadas varias técnicas. Dentre estas,
se apresenta o coeficiente de determinac¢do multipla R? definido como:

R=—""=1-—= (50)

R? é uma medida da magnitude da reducio na variabilidade de y obtida mediante o em-
prego das variaveis de regressdo 1, T, - -+ , Ty, com 0 < R2< 1. Um valor grande de R? ndo

indica necessariamente que seja um bom modelo. A adi¢do de uma variavel ao modelo sempre
aumenta o R?, sem importar se a varidvel ¢ ou ndo estatisticamente significativa. Portanto, sdo
necessarias analises conjuntas de outras informagdes para determinar a competéncia do modelo.
A raiz quadrada positiva de R? recebe o nome de coeficiente de correlagdo multipla entre y € o
conjunto de varidveis de regressdo x1, T, - - - , Tk, ou seja, R ¢ uma medida da associagdo linear
que existe entre y € x1, To, - - - , T (Montegomery et. all, 1998).

Outro critério similar a0 R? ¢ o coeficiente R? ajustado que leva em conta o numero de
variaveis do modelo. Este coeficiente ¢ definido como:

Ro1-""lapy (51)



Reapresentado a equagéo (51) tem-se que:

-1l wy

n—p
= 1- -
n—p\ Sy
1
= 1 (MSp) (52)
Syy
Pode-se perceber que R? pode diminuir a medida que p aumenta se a redugiio em ((1"__ng) nao

¢ compensada pela perda de um grau de liberdade em n — p. O normal € que o experimentador
selecione 0 modelo de regressdo que tenha o valor maximo de R%. Entretanto, ao fazer isto ¢
equivalente a0 modelo que minimiza M Sg (ver 52 ).

5. CURVAS DE INTERACAO

A obtencdo de curvas de interagdo em resultantes de tensoes facilita a analise, de maneira
que evita o processo de integracdo numérica. Para a obtencdo das curvas de interagdo, em re-
sultantes de tensoes, foram utilizados os resultados dos esfor¢os seccionais da analise numérica
3D, apresentada anteriormente. Dentro do processo, foram feitas varias combinagdes de car-
regamentos de forma a ter um grupo de pontos para gerar a superficie proposta, ou seja, pontos
que tenham alcancados a superficie de escoamento. Para um dado carregamento, obtem-se
um ponto, como por exemplo o ponto 1, coordenadas (ny,m;) , na figura (4) .As coordenadas
representadas sdo as combinagdes dos esfor¢os adimensionalisados, como ¢ visto a seguir na
forma matricial:

m

1)
S (1z1112)
— — (13100

-— {114.1004)

(151015

n

Figura 4: Pontos gerados para criar a fungdo de escoamento (caso uniaxial).



y3)14 (m§4)15 } (53)

,com j=1,2--- k

Um modelo que leva em conta combinagdes dos esfor¢os seccionais independentes para
porticos espaciais € apresentado a seguir:

N al Mx a2 My a3 Mz ad
Tj1 = F y Ljo = Wi y Lj3 = Vi y Lja = Vi )
u U Yu zZu
B N ab Mz ab B N a7 My a8
wo\N) L) T\ i)
o N a9 Mz al0 - M;p all My al2
e\w) o) T\ M)
M:r al3 Mz ald M alb Mz al6
w-() () e-() () o

As observagdes de (54) , apresentadas para a regressdo linear multipla (27) , na forma ma-
tricial sdo:

1 211 212 -0 Zup
1 2o @ -+ Top

X=|. . . . (55)
1 Tp1 Tp2 - Tnk

Onde os termos z;; sdo os esforgos seccionais adimensionalisados, (54), vistos anterior-
mente. Os «; sdo as constantes que determinam o grau da ﬁmc;ﬁo;{ N, M., M,, M, }
e { Nu, My, My, M., } sdo os esforgos de calculo e limite elasto-plastico, respectiva-
mente.

A seguir, tem-se um modelo de equacdo geral para as curvas de interacdo levando em conta
os esfor¢os seccionais independentes:

al a2 a3 a4
1230+31(%) _'_32(]\]\443;) +B3(Aj\/;[y) +B4<Aj\jz>
ab ab a’ a8
(w) () (%) ()
a9
(5) () aGE) G
i) () () .
( yu Mzu ( )

=




Reapresentando a equacdo (56) e adotando os seguintes processos, chega-se a equagdo
(58):

&I
=
I

al B ]\4m a2 B My a3 B Mz ad
(o) o= () e ()
ad ]\43C ab B N a7 My a8
() = (%) )
a9 Mz al0 B Mx all My al2
() =) ()
al3 Mz al4d B My ald Mz al6
) ) eme(m) G) “

com N =n M, =m, M, =m, e M. =m
N’LL N ’ qu N v Myu N y Mzu N ?

Entdo, chega-se a:

N— " N

= A= A= A=

8

&I
©
Il

8
5
I
ST N N 7 N N

=

1 — /80 + 5171 + 62mm + /Bgmy + /84mz + 557”me
+Bgnmy + By, + Bgmamy + Bgmam, + Sygmym.

sendo reapresentada na forma corrente de regressao, a seguir:

L = Bo+ B1%1+ BaZa + B3T3 + B4Ta + P5Ts
+B6%6 + P7T7 + PsTs + BoTo + S19T10 (58)
A equagdo anterior mostra a viabilidade do método de regressdo (ver eq. 35), de maneira
que este modelo pode ser extendido para andlises mais gerais com os seis esfor¢os seccionais e
varios tipos de curvas de intera¢do que atendam aos critérios de uma superficie de escoamento.
5.1 Limites plasticos dos esfor¢os seccionais

Os limites plasticos foram adotados, para uma se¢ao retangular, em funcao das férmulas
existentes na literatura. Sao apresentados, a seguir, as formulas empregadas:

Axial
N, = Ao, (Tragdo);
N, = AZe (Compressio) . (59)
w

Onde w € o coeficiente de flambagem, A ¢ a area da secdo ¢ o, ¢ a resisténcia de calculo.

N (60)
Ya

Onde o, € limite elastico do ago e 7y, € o coeficiente de minoragao com os seguintes valores;



e v, = 1 para acos com limite eldstico minimo garantido, e

e v, = 1,1 para acos cujo limite eléstico seja determinado por métodos estatisticos.
: l
Os coeficientes de flambagem w dependem da fungdo de esbeltez A = - que podem ser
vistas na literatura, como por exemplo: (NBE EA-95, 2001), com [, sendo o comprimento do

elemento e ¢ o raio de giragdo.

Momento fletor

My, = oo Wihy; i=y,2 (61)
Si
. p— — 62

Onde W; € o momento resistente minimo da sec¢do no plano de flexao, 1, ¢ o fator de forma
(coeficiente que depende da forma da se¢do) e .S; ¢ a soma dos momentos estaticos com respeito
ao eixo neutro plastico. Todos estes dados sdo retirados de tabelas existentes na literatura, como
por exemplo: (NBE EA-95, 2001).

Momento torc¢or

1
My, = EW (3h —b) (63)

Onde k = o, sendo que b ¢ a largura da secdo e h a altura.

5.2 Funcoes de escoamento em resultantes de tensao

Na literatura, sdo apresentadas algumas fungdes de escoamento em resultantes de tensao
com procedimentos aproximados para alguns casos e em outros analiticos. Dentro deste escopo,
sera apresentado um resumo de algumas funcdes existentes, sendo que as defini¢des vistas nas
equagdes de (53) a (57) serdo empregadas na maneira de apresentar as fungdes de escoamento.
Existem outras func¢des, para outros tipos de se¢cdes com combinagdes de esforcos seccionais,
porém, neste trabalho, os exemplos numéricos serdo comparados com as fungdes apresentadas,
de maneira a comprovar a eficacia do método proposto.

Interacao momento fletor e forca axial Neste caso, a deformacgdo ¢ assumida de maneira
que a tensdo de escoamento ¢ alcangada para toda secdo, com uma relagdo tensdo-deformacao
perfeitamente plastica (Crisfield, 1990). Com isto, chega-se as seguintes equacdes:

N
=N T od n (64)

Tomando-se os momentos sobre o centro da viga (ver fig. 5), chega-se a:

M,  4M;

mi =37 zaut2=4(n—n2);i=y,z (65)

Eliminando-se a altura adimensional, 7, nas equagdes (64) e (65), obtem-se:



o

i ]
I.
] &
: N
mt M
VAN
=-'I:j|:I
(a) () (c)
|
W,
1!
LA ¥
(d) (&)

Figura 5: Tensdo e deformagdo para o caso uniaxial. (a) deformagdo; (b) tensdo; (c) resultantes de
tensdo; (d) deformagdo reversa; (¢) deformagdo no plano dominante.



f:n2+ml-—1:(),i:y,z (66)

Pode-se ver que a fungdo de escoamento da equagdo (66) é perfeitamente aplicada na re-
gressdo linear multipla, ver equagdo (56). Alterando a fung@o anterior para a deformag@o re-
versa (Crisfield, 1990), obtem-se:

f=n*-—m;—1=0,i=y,2 (67)
Combinando-se as duas fungdes (66) e (67), chega-se a:

f=n?’+sm—1=0 (68)
M; .
Onde: s = o, ‘; 1=19,2

A seguir, sdo vistas fun¢des de aproximagéo para a equagédo (68), dadas por:

F=n?+ ——mn+m?—1=0 (69)

V3

f:n2+3$mm+2m?—120 (70)

comi =1y, 2.
Estas fungdes, apresentadas por Crisfield, sdo melhores para reservados critérios de escoa-

mentos de se¢do cheia com rapidas analises aproximadas (Crisfield, 1990).
Lubliner (Lubliner, 1990), também, apresenta para o caso de uma viga retangular com
largura b e altura h, e chegam-se as seguintes equacdes:

h2
M; = be[z—yo]7 =1,z
N = 20,by. (71)

Onde: o,= tensdo Ultima e o= coordenada onde se anula o centro eléstico.
A seguir, apresenta-se a equagdo (71) na forma adimensional:

m; = 11—
no= (72)

com 7 = 2y—}f.

E, também, na forma explicita:

m; =1—n? (73)
N

i

Onde: m; = comi =y, z;en =

N



Interacio momento fletor, for¢a axial e torcor Uma barra com se¢do retangular com uma
combinagdo de forga axial, momento fletor e torgor apresenta a seguinte fungdo de escoamento
(Lubliner, 1990):

1—-m

n
my:w/l_mg_—IQ (74)
x
Reapresentando a equagdo anterior, chega-se a:

mz + 2myn + n®+ mi =1 (75)

Interacio de momentos fletores A funcdo apresentada, a seguir, ¢ para o caso de uma barra
com se¢ao retangular e foi definida por Lubliner da seguinte forma:

3

m,+om? = 1, 2 <. (76)
4 Y m,
3

my+om? = 1, 2> 1, (77)
4 m,

Esta parte enfoca a formulacdo tedrica dos modelos usados no trabalho, sendo que os
exemplos numéricos com os resultados e conclusdes sdo apresentados na segunda parte, no
trabalho: Geracao de Superficies de Interacao pelo Método da Regressao Linear Multipla com
0 Modelo de Dano em Vigas de Timoshenko 3D - Exemplos Numéricos.
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