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RESUMO

Nesse trabalho, desenvolvemos um macro projeto de pesquisa sobre 0s processos discursivos
desencadeados no ensino e aprendizagem do conceito de limite, o qual foi executado por meio
da realizacdo de trés estudos, que em conjunto, a despeito de seus objetivos particulares, visa
ampliar o entendimento sobre as complexidades em torno do discurso de limite e contribuir
com a agenda de investigacdo deste tema. Para a consecucdo dos estudos, foram realizadas:
uma andlise documental com artigos cientificos sobre os conflitos discursivos na comunicacao
do conceito de limite; uma analise documental com artigos cientificos sobre as realizaces do
conceito de limite; e uma analise documental com duas colecdes de livros didaticos sobre
rotinas matematicas. O primeiro estudo, revelou a existéncia dos seguinte conflitos discursivos:
o conflito do limite como aproximacao; o conflito processo-objeto do limite; o conflito do limite
como o valor da funcéo; o conflito da dualidade processo-objeto do simbolo igg f(x)=1L;eo

conflito da inversibilidade dos discursos x paray e y para x da defini¢cdo formal de limite. No
segundo estudo, construimos um modelo teérico de matematica para o ensino do conceito de
limite, a partir das realiza¢cdes da nocdo de limite documentadas em artigos cientificos que
investigam o ensino e a aprendizagem deste conceito. O modelo foi estruturado em quatro
cenarios: limite como aproximacao; limite como modelo para investigar o infinito; limite como
taxa de variacdo instantanea; e limite como objeto matematico formal. Para o terceiro estudo,
foram examinadas duas colecGes de livros didaticos de matematica da educacao basica, visando
identificar rotinas matematicas potencialmente Uteis para a exploragdo da nocao de limite neste
nivel de ensino. A andlise identificou dez rotinas potenciais, as quais foram categorizadas em
limite aritmético, limite algébrico e limite geométrico, com base nas quais foram desenvolvidas
trés imaginacgdes pedagogicas, uma de cada categoria. Em conjunto, estes trés estudos fornecem
uma visdo ampla sobre o discurso de limite, podendo contribuir nos campos da producdo
cientifica, na formacdo de professores e na producdo de materiais de instru¢do voltados ao
ensino de limite.

Palavras-Chave: Discurso; Limite; RealizacGes; Matematica para o Ensino; Rotina
Matematica.



ABSTRACT

In this research work, we have developed a macro project on the discursive processes triggered
in the teaching and learning of the concept of limit, which was carried out through the
realization of three studies with particular objectives, which aim to broaden the understanding
about the complexities surrounding the discourse on limit and contribute to the research agenda
of this theme. In order to develop the studies, the following actions were carried out: a document
analysis with scientific articles on discursive conflicts in the understanding of the concept of
limit; a documentary analysis with scientific articles on the realizations of the concept of limit;
and a documentary analysis of two textbooks collections on mathematical routines. The first
study revealed the existence of the following discursive conflicts: the conflict of limit as an
approximation; the process-object conflict of limit; the conflict of continuity of limit; the

conflict of process-object duality of the symbol lim f(x) = L; and the conflict of the
xX—-a

inversibility of discourses x to y and y to x of the formal definition of limit. In the second study,
we constructed a theoretical model of mathematics for the teaching of the concept of limit,
based on the realizations on notion of limit which were documented in scientific articles which
investigate the teaching and learning of this concept. The model was structured in four
scenarios: limit as approximation; limit as a model to investigate infinity; limit as instantaneous
rate of change; and limit as a formal mathematical object. For the third study, we analyzed two
collections of mathematics textbooks of basic education in order to identify potentially useful
mathematical routines in order to exploring the notion of limit at this level of education. It was
identified ten potential routines, which were categorized as archethretic limit, algebraic limit
and geometric limit. They developed three pedagogical imaginations based on the routines, one
of each category. Taken together, these three studies provide a broad view on discourse of limits
and can contribute in the fields of scientific production, teacher training and in the production

of instructional materials aimed at teaching limits.

Keywords: Discourse; Limit; Realizations; Mathematics for Teaching; Math Routine.
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CAPITULO 1

1. Introducéo

Neste capitulo introdutério serdo apresentados a minha trajetoria académica e
profissional, um breve resumo dos problemas relativos ao ensino e a aprendizagem do conceito
de limite, os fundamentos do referencial tedrico que sera utilizado na pesquisa, 0s objetivos, 0s

procedimentos metodologicos, a justificativa e o contexto no qual a pesquisa sera realizada.

1.1. Trajetdria pessoal/académica e minha vinculagdo com o tema da pesquisa

Ingressei como estudante do Curso de Licenciatura em Matematica na Universidade
Estadual de Feira de Santana — UEFS no ano de 1991. Entdo com 21 anos de idade, posso dizer
que a docéncia ndo era a minha maior ambi¢do, mas o0 encanto com a estrutura légico-dedutiva
do pensamento matematico e com a forma de seu desdobramento no processo de deducdo de
novos resultados matematicos, me conquistou. Paralelemente a isso, 0 contato com as
disciplinas pedagdgicas do curso e as discussdes sobre os problemas de aprendizagem em
matematica possibilitaram as primeiras aproximacdes com a docéncia, fazendo-me perceber a
natureza conflituosa entre os aspectos formal e dedutivo da matemaética cientifica e a

matematica praticada para fins de ensino.

Também de grande influéncia sobre a minha formacdo universitaria e pratica docente
futura, foi a convivéncia com os professores do curso, a qual, para além das relagdes habituais
circunscritas as disciplinas, possibilitava conhecer as experiéncias formativas e profissionais de
alguns professores, suas visdes de mundo e suas concepg¢des sobre a Matematica e como ensiné-
la, 0 que me ajudou a formar a minha propria visdo da Matematica e estabelecer os primeiros

vinculos com a profissao professor.

Dentre os professores com quem tinha maior proximidade, destaco aqui o Prof.
Carloman Carlos Borges (1931-2010), o qual exerceu grande influéncia sobre vérias geracoes
de estudantes, orientando-os tanto em questdes relativas aos aspectos formais da Matematica

guanto em questdes relativas ao seu ensino.

Como seu aluno nas disciplinas Calculo Il e Célculo 1V, estabelecemos, juntamente

com outros colegas, uma relacdo de amizade que perdurou durante o restante do curso.
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Professor de grande erudi¢cdo em Matematica e areas afins, era comum, durante as aulas, ele
chamar a nossa atengdo sobre diversos aspectos relativos ao exercicio da docéncia, incluindo a
organizacdo do quadro, a clareza da linguagem, o cuidado no relacionamento com os estudantes
e a necessidade do conhecimento das principais teorias de aprendizagem. Também era comum
nos reunirmos nos intervalos das aulas, momentos de descontragdo, em que ele nos brindava
com relatos sobre suas experiéncias pessoal e profissional, nos orientava sobre como ser um
bom professor de Matematica e indicava leituras complementares para melhorar e aprofundar
a nossa formacdo matematica e docente.

Com relagdo ao conceito de Limite, tive meu primeiro contato com este assunto ao
cursar a disciplina Calculo I-A na UEFS. Lembro-me do grande esfor¢o da turma ao tentar
compreender a ideia de uma variavel que se aproxima bastante de um certo valor, sem no
entanto atingi-lo. Lembro também da frase “podemos fazer f(x) tdo proximo de L quanto
quisermos, desde que fagcamos x suficientemente proximo de a”, varias vezes repetida pelo
professor ao tentar transmitir a ideia de que é possivel manter o valor da fungédo f(x) dentro de
um certo intervalo, desde que o valor de x seja mantido em um intervalo conveniente. Lembro
ainda da minha dificuldade ao tentar capturar o sentido do “épsilon ¢ do delta”, introduzidos
informalmente durante as explicagdes e posteriormente incluidos na definicdo de limite, bem
como da luta de todos os estudantes ao tentar manipula-los nas demonstraces dos teoremas e
nas resolucdo de exercicios nos quais se utilizavam diretamente a definicdo de limite.
Finalmente, lembro da complexidade algébrica necessaria para a remocdo de indeterminacgdes

—\Ja— 3_
2232 oy 1im [ 2222, bem como de situacses que
X h-2 Q q

do tipo 9 a0 calcular limites como lim[
0 x—0 h-2

. ~ 0o , . 3x2-5
conduziam a expressdes da forma —, COMO No Caso do calculo de lim

x—+4o0o Lx+8x2 ] Nesses

momentos tinha a impressdo de que este assunto exigia, além de uma grande habilidade
algébrica, uma grande dose de inspirac¢ao e ‘malandragem’, pois para cada nova era necessario

“adivinhar” qual a melhor estratégia a ser utilizada.

Apbs este primeiro contato com o conceito de limite, 0 mesmo revelou-se um
instrumento indispensavel para o estudo de outros temas importantes na Matematica, como a
derivada, a integral, as sequencias e as séries. Entretanto, apesar de nestes assuntos o conceito

de limite ser utilizado mais como uma “ferramenta” do que como um fim em si mesmo, sempre
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surgiam situacdes em que o uso direto da sua definicdo formal® representava um obstéaculo a
compreensdo do assunto principal. Nestes momentos, ficava evidente a complexidade estrutural
da sua definicdo e a dificuldade de capturar a correlacdo entre as variaveis envolvidas, o que
exigia do professor uma abordagem de ensino que possibilitasse o desdobramento dessa

correlacdo, tornando-a mais acessivel aos estudantes.

Ainda enguanto estudante, tive a oportunidade de ministrar algumas aulas particulares
de Calculo para estudantes dos cursos de Licenciatura em Matematica e Engenharia Civil da
referida universidade, e novamente chamou-me a atencdo a dificuldade manifestada pelos

alunos ao lidar com este assunto.

Concluido o curso, trabalhei como professor substituto na prépria Universidade
Estadual de Feira de Santana - UEFS ministrando a disciplina Matemaética | para estudantes
calouros de diversos cursos. Também neste periodo fui aprovado em concurso publico para
professor efetivo da Rede Estadual de Ensino da Bahia, na qual trabalhei entre 1998 e abril/1999

com estudantes do ensino fundamental.

No final de 1998 fui aprovado em concurso publico para o entdo Centro Federal de
Educacdo, Tecnoldgica da Bahia/CEFET-BA/UNED-Eunapolis, atual Instituto Federal de
Educacédo, Ciéncia e Tecnologia da Bahia — IFBA, tomando posse neste em maio de 1999.
Trabalhei inicialmente ministrando aulas de Matemaética para alunos dos cursos técnicos de
nivel médio e entdo, a partir de 2005, quando da implantacdo do Curso de Licenciatura em

Matematica, passei a ministrar aulas nos dois segmentos: Ensino Médio e Ensino Superior.

Como professor do Curso de Licenciatura em Matematica do IFBA/Campus Eunapolis,
ministrei por varios anos as disciplinas Toépicos de Ldgica, Fundamentos de Matemaética
Elementar, Tépicos de Geometria Elementar | e Il, Geometria Analitica e algumas disciplinas

da area de Educacdo, como Préticas de Ensino 1 e I1.

Estas experiéncias, entretanto, apesar de desafiadoras e importantes para a minha
formagéo profissional enquanto professor de matematica, ndo possibilitaram vivenciar, dadas

as suas naturezas e objetivos, os problemas relacionados ao ensino e a aprendizagem do

! Seja | um intervalo aberto de nimeros reais ao qual pertence o nimero a e seja f uma funcéo real definida em I,
exceto possivelmente em a. Dizemos que o limite de f(x) quando x tende aa é L, e escrevemos lim f(x) = L, se

x—a

para todo ¢ > 0 existir > 0 tal que, 0 < |x — a| < § implica |f(x) — L| < €. Leithold, 1994.
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conceito de limite, o que so viria ocorrer a partir do ano de 2015 quando ministrei pela primeira
vez a disciplina Calculo | para alunos do curso de Licenciatura em Matematica. Naquele
momento, o programa da disciplina contemplava os contetdos de limite e continuidade,
derivada de func@es, os teoremas de Rolle, do valor médio do valor intermediério, a regra de

L’Hospital, médximos e minimos, formula de Taylor, assintotas e construgdo de graficos.

Especificamente sobre o conceito de limite, percebi de imediato a luta dos estudantes
para compreender as ideias iniciais e o posterior formalismo contido na sua definicao, trazendo
a tona as lembrancas do meu primeiro contato com este assunto e as dificuldades vivenciadas
por mim e meus colegas na tentativa de entendé-lo. Percebi que as dificuldades dos meus alunos
eram, basicamente, as mesmas dificuldades que vivi enquanto estudante: entender os papeis de
€ ¢ 0 e seus vinculos com os quantificadores 3 e V; capturar a ideia expressa na frase “tao
proximo de L quanto se queira” e correlaciona-la com a desigualdade |f(x) —L| <¢;
compreender por que se exige 0 < [x — a| < § e ndo simplesmente |x — a| < & na definicdo
formal de limite; e, ndo menos importante, reconhecer qual artificio algébrico utilizar para

remover as terriveis indeterminacdes.

Tambeém identifiquei nos meus alunos dificuldades em assuntos relacionados, sobretudo
naqueles referentes a numeros reais e fungdes. Sobre os nimeros reais, as dificuldades mais
frequentes dizia respeito ao conhecimento das propriedades basicas destes nimeros, como o
fato do conjunto R ser um corpo ordenado e completo, além da falta de habilidade em técnicas
de fatoracdo e resolucdo de equacdes e inequacBes modulares. Quanto as funcles, as
dificuldades mais comuns estavam relacionadas a determinacdo de dominios, interpretacao de
graficos — crescimento, decrescimento, descontinuidade, etc. - bem como a falta de
conhecimento sobre as funcdes transcendentes, notadamente as funcdes trigonométricas.
Novamente, dificuldades muito semelhantes aquelas experienciadas por mim e meus colegas

guando tivemos contato com o conceito de limite pela primeira vez.

Estas dificuldades, quando debatidas em reunides do Colegiado de Curso, eram
essencialmente as mesmas apontadas pelos professores que ministravam regularmente a
disciplina Célculo I, e a maioria deles indicava este estado de coisas como o principal
responsavel pelos altos indices de reprovagdo nesta disciplina. Outro ponto, também aventado,
dizia respeito a baixa formacdo em matematica basica dos alunos ingressantes, e sugeria-se,
como forma de minorar o problema, a oferta de cursos Pré — Calculo e a implementacéo de

estratégias de ensino mais adequadas a esta realidade.
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Este trabalho representa, portanto, uma tentativa de compreender as razdes de tais
dificuldades, de modo a construir um quadro geral de entendimentos e possibilidades que possa

subsidiar acdes de melhorias no ensino e na aprendizagem do referido conceito.

1.2. Entendimentos dos estudantes sobre o conceito de limite

O conceito de limite constitui-se no fundamento matematico sobre o qual o Célculo e a
Anélise Matemética assentam Vvarios temas importantes, tais como a nogdo de infinito, a
continuidade de funcgdes, as definicBes de derivada e integral, além de embasar as nogdes de
convergéncia e divergéncia de séries e sequéncias infinitas (KIM; KANG; LEE, 2015), temas
estes que subsidiam diversas aplicacdes cientificas nas mais variadas areas de conhecimento,
como a Fisica, a Engenharia, a Economia, a Quimica, entre outros. No entanto, varios estudos
(TALL; VINNER, 1981; CORNU, 1991; WILLIAMS, 2001; ROH, 2010; KIM; KANG; LEE,
2015; KUMSA; PETTERSSON; ANDREWS, 2017) tém evidenciado que a maioria dos
estudantes enfrenta grandes dificuldades no entendimento desse conceito, 0 que tem acarretado
em elevados indices de reprovacao e evasdo nas disciplinas de Calculo (NASSER, 2009; DE
MORAES; MENDES, 2016).

Sobre estas dificuldades, Tall (1992) entende que o “conceito de limite significa um
movimento para um plano superior de pensamento matematico” (p.8) para o qual o estudante
nem sempre esta preparado, uma vez que a solucdo de problemas que o envolvem nem sempre
é obtida através de um calculo direto, necessitando-se, quase sempre, de engenhosos artificios

algébricos.

Como consequéncia disto, Nasser (2009) observa a existéncia, entre os estudantes dos
cursos da area de ciéncias exatas, de uma narrativa de medo e apreensdo quanto a possiveis
reprovacdes nas disciplinas de Calculo. Tal preocupacéo se justifica, pois

Os indices de reprovacdo nas disciplinas de Calculo sdo, em geral, muito altos,
prejudicando o rendimento dos estudantes e atrasando seu curso universitario. [...],
mas isso ndo é prerrogativa dos universitarios brasileiros: ha uma preocupacédo
mundial com o fracasso em Célculo (NASSER, 2009, p. 43).

Num contexto amplo, é possivel situar as pesquisas que tratam das dificuldades dos
estudantes sobre a compreensdo do conceito de limite em trés grupos (WILLIAMS, 2001,
NAGLE, 2013; KUMSA; PETTERSSON; ANDREWS, 2017): as pesquisas relativas as nogdes

de imagem conceitual (concept image) e definicdo do conceito (concept definition)
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desenvolvidas por Tall e Vinner (1981); as pesquisas que tratam 0s equivocos e erros dos
estudantes em termos de obstaculos, estudados por Sierpinska (1987) e Cornu (1991); e as
pesquisas que se apoiam na teoria APOS (actions, processes, objects, schemas) implementada

por Cottrill et al. (1996) para a decomposicao genética do conceito de limite.

Os trabalhos apoiados nas nogdes de imagem conceitual e definicdo do conceito de Tall
e Vinner (1981) tentam compreender como a imagem conceitual de limite — imagens mentais,
simbolos, propriedades e processos associados —, criada e mantida pelos estudantes a partir de
noc¢Oes informais, se relaciona com a sua correspondente definicdo conceitual. Assumindo que
as imagens conceituais se desenvolvem continuamente & medida que o individuo amadurece e
encontra novos estimulos, 0s pesquisadores deste campo acreditam que a imagem conceitual
de limite, por nem sempre formar um todo coerente, pode conflitar, no todo ou em parte, com
a definicdo conceitual de limite legitimada pela comunidade matematica, levando a erros e
equivocos no entendimento deste conceito (WILLIAMS, 2001; LIANG, 2016). Para muitos
autores (CORNU, 1991; ROH, 2010; KIDRON; TALL, 2015; MESSIAS; BRANDEMBERG,
2014, 2015, 2018; FONSECA; HENRIQUES, 2018), estes erros e equivocos podem
desenvolver nos estudantes a crenca de que o limite € um valor para o qual a funcdo se aproxima
mas nunca alcanca, que o limite nunca é ultrapassado, que o limite de uma fungéo f(x) em x =

a sO existe se f(x) estiver definida em a, ou ainda, que lim f(x) = f(a).
xX—a

Para Cornu (1991), tais concepcdes sobre o conceito de limite pode ser consequéncia
dos usos cotidianos da palavra limite, muitas vezes associados a temas como limite de
velocidade, fronteira entre paises, etc. Além disso, a definicdo matematica deste conceito,
expressa em termos de quantificadores, desigualdades modulares envolvendo € e § e a presenca
da relacdo implicativa entre elas, enfatiza muito mais a precisdo e o rigor l6gicos do que a

percepcao e a intuicdo, comprometendo o seu entendimento (TALL, 1992).

As pesquisas que tratam os equivocos e erros dos estudantes em termos de obstaculos,
buscam explica-los por meio da identificagdo de suas origens, as quais podem ser de natureza
cognitiva, proprias do conhecimento ou de natureza externa (DE MORAES; MENDES, 2016).
Partindo da ideia de que um obstaculo representa algum tipo de dificuldade a aprendizagem do
aluno, tais dificuldades sdo entdo classificadas em obstaculos cognitivos, obstaculos
epistemoldgicos e obstaculos didaticos (DE MORAES; MENDES, 2016; KUMSA;
PETTERSSON; ANDREWS, 2017).
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Os obstéaculos cognitivos dizem respeito as limitagdes dos individuos frente a um novo
conhecimento. Podem resultar de uma estrutura mental ainda ndo plenamente desenvolvida,
portanto inapta para aprender conhecimentos mais complexos (DE MORAES; MENDES,
2016) ou decorrer da incompatibilidade entre os conhecimentos prévios do individuo e 0s novos
conhecimentos a que ele esteja submetido (KUMSA; PETTERSSON; ANDREWS, 2017). Para
varios autores (CORNU, 1991; WILLIAMS, 2001; ZUCHI, 2005; KUMSA; PETTERSSON;
ANDREWS, 2017), a abstracdo envolvida na definicdo de limite, a complexidade de
coordenacdo dos quantificadores v e 3 com os valores de ¢ € o, as nogdes prévias dos alunos a
respeito da palavra limite e a incompatibilidade entre a concep¢do dinamica presente na
determinacéo de limite e a natureza estatica da sua definicdo formal, podem produzir conflitos

cognitivos na aprendizagem deste conceito.

Em relacdo aos obstaculos epistemoldgicos, estes sdo constitutivos do proprio saber e
representam as dificuldades enfrentadas pelos pioneiros no estudo do tema em questdo (DE
MORAES; MENDES, 2016). Sobre isto, Kumsa, Pettersson e Andrews (2017) organizam as
fontes de obstaculos epistemologicos estudados por Sierpinska (1987) e Cornu (1991) em trés
grupos principais: os relacionados ao desenvolvimento histérico do conceito de limite; os
relativos a natureza dos conceitos usados em sua formalizacdo; e a dualidade implicita no

simbolo lim f(x) = L. S&o obstaculos de natureza histdrica: a falha na conex&o entre as no¢oes
X—a

geomeétricas e numéricas do conceito de limite, advinda do método de exaustao; as dificuldades
de se operar com as nocdes de infinitamente grande e infinitamente pequeno; o aspecto
metafisico da nocédo de limite, devido a sua associa¢do com o infinito; e a inacessibilidade fisica
do préprio limite (o limite é atingido ou ndo?), devido ao processo infinito de aproximacéao
envolvido na sua determina¢do (CORNU, 1991; MORU, 2008; DE MORAES; MENDES,
2016; KUMSA; PETTERSSON; ANDREWS, 2017).

Os obstaculos relativos & natureza dos conceitos usados na formalizagdo da nogédo de
limite estdo relacionados as dificuldades com conceitos subjacentes ao limite, e inclui:
obstaculos relativos aos conceitos de numero real e funcdo; obstaculos logicos relativos a
presenca de quantificadores e de sua ordem; e obstaculos simbdlicos, relativos a resisténcia a
introduc¢do de um simbolo para o limite (SIERPINSKA, 1987; DE MORAES; MENDES, 2016;
KUMSA,; PETTERSSON; ANDREWS, 2017).

Quanto aos obstaculos relativos a dualidade do simbolo de limite, estes decorrem do

fato de que o simbolo lim f(x) = L representa, a0 mesmo tempo, tanto o processo de
xX—a
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aproximac&o ao limite, quanto o proprio objeto limite (KUMSA; PETTERSSON; ANDREWS,
2017). Desta forma, 0 mesmo simbolo transmite duas ideias opostas: a de movimento, atraves
da ideia de aproximacéo, e a de estaticidade, expressa pelo nimero L que representa a concluséo
do processo. Sfard (2008), pondera, entretanto, que tal dualidade, presente em diversos
simbolos algébricos utilizados na matemaética, ndo € necessariamente ruim, pois, para ela, 0s
procedimentos de conceituacao e resolucdo de problemas consistem em uma intrincada relacéo
entre processos e objetos envolvendo 0s mesmos conceitos, ndo podendo portanto serem

dissociados.

Os obstéculos didaticos referentes ao conceito de limite sdo decorrentes dos tipos de
instrucdo desenvolvidas pelos professores no contexto de sala de aula e também da forma como
0 mesmo € abordado nos livros didaticos (KUMSA; PETTERSSON; ANDREWS, 2017). As
abordagens de ensino informais, baseadas na visdo processual do conceito de limite, ou o
excesso de atividades procedimentais presentes nos livros didaticos sdo exemplos de fontes de
obstaculos didaticos (GUCLER, 2013). Zuchi (2005) também destaca as abordagens
excessivamente formais muitas vezes adotadas no ensino desta matéria, baseadas em
apresentacdes hierarquizadas na forma de defini¢bes, enunciados de propriedades,
demonstracdes e resolucdo de exemplos rotineiros. Para esta autora, ao assim proceder, 0
professor transmite a visdo de limite como um objeto matemaético pronto e acabado, despreza a
intuicdo como aliada da aprendizagem e as lutas histéricas vivenciadas pelos matematicos no

desenvolvimento deste conceito.

Neste ponto, convém destacar que as pesquisas acima citadas caracterizam-se por
apoiarem 0s seus resultados em teorias cognitivistas, as quais, apesar dos avangos na descrigdo
das principais dificuldades na aprendizagem matematica e dos insights Uteis para o ensino, tem
como lacuna o fato de ndo levarem em conta a influéncia dos aspectos interpessoais e culturais
na aprendizagem e a importancia do discurso no desenvolvimento e constituicdo dos objetos
matematicos (GUCLER, 2013). Neste sentido, pesquisas mais recentes tém sido desenvolvidas
tentando incorporar a dimenséo discursiva a agenda de investigacdo dos processos envolvidos
na construcdo do conceito de limite, abrindo-se assim uma janela para melhor compreender,
por exemplo, como os conflitos entre as visGes coloquial/formal e processual/objetivada da
nogdo de limite afetam o entendimento dos estudantes sobre este assunto. Em particular,
citamos os trabalhos de Giigler (2013, 2014) e Kim e Lim (2018), os quais utilizam o quadro
tedrico discursivo de Sfard (2008).
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Nestes trés trabalhos, os pesquisadores utilizaram a teoria commognitive2 de Sfard
(2008) para identificar padrdes, inconsisténcias, incompatibilidades e descontinuidade no
discurso sobre o conceito de limite que podem potencializar o surgimento de erros e conflitos
na compreensdo deste assunto. De fato, ao acompanhar uma turma iniciante de Calculo com o
propdsito de comparar o discurso de limite do professor com o discurso de limite dos alunos, a
pesquisa de Gucler (2013) evidenciou que ao final da instrugdo sobre limite, apesar do discurso
do professor ter sido predominantemente objetivado, ou seja, focado no limite como o0 numero
resultante dos procedimentos empregados na sua determinacao, o discurso dos estudantes era
ainda dominado pela visdo do limite como um processo. A autora argumenta que o professor
n&o tornou explicitas aos estudantes as trocas discursivas entre processo e objeto desenvolvidas
durante suas explanacfes sobre limites, 0 que pode ter provocado rupturas comunicacionais e
levado os estudantes a concentrarem-se exclusivamente na concepcdo processual. Gucler
constatou também, em um artigo derivado da mesma pesquisa e publicado em 2014, que a visdo
processual de limite desses mesmos alunos permaneceu inalterada quanto ao uso da notacéo

lim f(x), mesmo tendo o professor alternado flexivelmente entre as concepgdes de processo e
xX—-a

objeto presentes neste simbolo. Os achados de Gugler (2013, 2014), sugerem que 0 USo rigoroso
de palavras e simbolos matematicos para a nogéao de limite, embora necessario para a sua correta
formalizacdo, pode comprometer a comunicagdo em sala de aula, e que é necessario desvelar e
interpretar os diferentes sentidos matematicos que estes entes podem transmitir, a fim de evitar
que professores e alunos atribuam significados diferentes as mesmas representacdes
matematicas de limite (GUCLER, 2014).

O trabalho de Kim e Lim (2018), por sua vez, focou na influéncia que a cultura exerce
sobre a construcdo de significados dos conceitos matematicos, ao analisarem um grupo de
estudantes sul coreanos e um grupo de estudantes estadunidenses, a fim de avaliar como as
diferencas linguisticas e culturais entre estes dois grupos afetariam os seus discursos
matematicos sobre a nocao de limite. A pesquisa revelou uma forte correlagéo entre os aspectos
culturais associados ao uso da palavra limite com os discursos matematicos de limite de cada
grupo, sendo prevalente no discurso dos participantes estadunidenses a visao processual, em
oposicao ao discurso objetivado de limite do grupo sul coreano. Para Kim e Lim (2018), por
causa da natureza processual dos usos cotidianos da palavra limite em inglés, a partir dos quais
0s estudantes norte-americanos constroem as suas experiéncias com esta palavra, o discurso

desses estudantes acaba incorporando ao limite matematico a visdo processual adquirida

2 Pleonasmo das palavras inglesas communicational e cognitive para comunicacional e cognitivo.
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naqueles contextos, havendo assim uma continuidade entre os sentidos cotidianos e
matematicos de limite na lingua inglesa. Por outro lado, em coreano a palavra limite tem poucos
significados coloquiais e raramente € utilizada em situacdes cotidianas, o que leva os estudantes
sul coreanos a terem o primeiro contato com esta palavra em cenarios académicos e a construir
a sua primeira experiéncia discursiva sobre limite em associacdo com os significados que 0s
professores e os livros de matematica atribuem a esta palavra, prevalecendo, entdo, o discurso
objetivado de limite. Para Kim e Lim (2018), existe, portanto, uma descontinuidade lexical

entre os discursos matematicos e ndo matematicos de limite dos estudantes coreanos.

Para além das especificidades das pesquisas de Giigler (2013, 2014) e Kim e Lim (2018),
os achados destes trabalhos evidenciaram a dependéncia sociocultural e linguistica na formacao
do discurso matematico de limite, revelando que a aprendizagem deste assunto € fortemente
influenciada pelos significados que os sujeitos atribuem a palavra limite e pelo modo como a

utilizam.

Tais resultados estdo de acordo com a perspectiva tedrica de Sfard (2008), pois para esta
autora, enguanto construcgdes discursivas, 0s objetos matematicos séo criados coletivamente por
meio de trocas comunicacionais entre os individuos e os seus significados estdo associados aos

usos que deles se faz.

Em termos intuitivos, a palavra discurso refere-se a um tipo especifico de comunicacéao
identificada pelos objetos com os quais lida, as palavras chave empregadas e as regras seguidas
pelos participantes da comunidade discursiva (SFARD, 2008). Neste sentido, diferentes
comunidades discursivas produzem diferentes discursos, como documentado no trabalho de
Kim e Lim (2008) a respeito dos discursos de limite elaborados pelos grupos de estudantes

norte americanos e sul coreanos.

Como uma consequéncia da dinamica de geragdo de discursos, a precisdo do discurso
matematico € constantemente ameacada pelo proprio desenvolvimento discursivo de
construcdo dos objetos matematicos. Surgem, assim, os chamados conflitos discursivos3,
originados quando os interlocutores utilizam as mesmas palavras ou simbolos de modos
diferentes ou executam as mesmas tarefas por meio de regras divergentes (SFARD, 2008). Para
Sfard (2008), um conflito discursivo, ao invés de representar um obstaculo & comunicacéo

matematica, pode ser visto como uma oportunidade para o novo discurso, servindo entdo como

3 Sfard (2008) utiliza a expressdo commognitive conflict, a qual, para os propdsitos do presente trabalho, sera
traduzida como conflitos discursivos.



25

um desencadeador de novas aprendizagens. Nesse sentido, identificar conflitos discursivos na
comunicacdo de limite é vital para compreender como este discurso se desenvolve, como
contorna-los, ou mesmo utiliza-los como gatilhos para direcionar a aprendizagem estudantil.
As divergéncias entre as concepcdes de processo e objeto relativas ao uso da palavra limite e

do simbolo lim f(x), observadas, entre outros, por Gii¢ler (2013, 2014) e Kim e Lim (2018) é
x—-a

um legitimo conflito discursivo, pois é originado pelos usos diferentes que alunos e professores

fazem destes entes.

Outro quesito importante no processo de criacdo e fundamentacdo do discurso
matematico é a nocéo de realizagdo. Formalmente, a realizacdo de um significante* é qualquer
artefato perceptivelmente acessivel operado para substanciar discursos sobre o significante, ou
seja, qualquer dispositivo utilizado na comunicacao para auxiliar a compreensao de um conceito
matematico, o que inclui defini¢bes, graficos, simbolos algébricos, formulas, aplicacdes ou
objetos concretos (SFARD, 2008). Assim, uma realizagcdo do objeto limite inclui palavras

escritas ou faladas, tabela de valores, gréaficos, ou simbolos algébricos, como lim f(x) = L.
x—-a

Neste sentido, compreender um objeto matematico, como limite, implica conhecer as suas
principais realizagdes e 0s possiveis vinculos e limitagdes existentes entre elas e entre outros

conceitos matematicos.

Também de grande relevancia para entender como se desenvolve o discurso de limite,
é o conhecimento dos padrdes repetitivos que regulam a execucdo das tarefas matematicas
acerca deste conceito. Em geral, tais padrdes séo o que Sfard (2008) denomina de rotinas e, no
caso de limite, compreendem os processos em que ‘o fazer matematico’ envolvendo 0s
procedimentos de determinacdo ou validacdo de limites tornam-se visiveis. Célculos para a
determinacédo de limites, métodos de provas, aplicacdo de teoremas sdo exemplos de rotinas

matematicas sobre limite.

Portanto, diante das consideragdes acima, e tal como Giigler (2013, 2014) e Kim e Lim
(2018), pretendemos neste trabalho ampliar as contribui¢cGes da abordagem commognitive a
agenda de investigacdo sobre o conceito de limite. No entanto, ao contrério dos trabalhos
citados, ndo temos a intencdo de investigar 0s aspectos socioculturais enredados no

desenvolvimento dos discursos sobre limite, mas sim construir um macro projeto de pesquisa

4 Significantes sdo palavras ou simbolos utilizados pelos interlocutores para denotar os objetos do discurso
matematico (SFARD, 2008).
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em torno dos processos discursivos envolvidos no ensino e na aprendizagem do referido

conceito. Para tanto, buscamos respostas para a seguintes questdes de pesquisa:

1. Quais séo os conflitos discursivos envolvidos na comunicagdo da conceito de
limite e como estes concorrem para as dificuldades no entendimento deste
conceito?

2. Como o conceito de limite é realizado nos artigos cientificos que tratam do
ensino e da aprendizagem deste assunto?

3. Quais oportunidades, em termos de rotinas matematicas, os livros de

matematica da educacdo basica oferecem para explorar a nogao de limite?

Cada uma dessas questdes relaciona-se com um objetivo de pesquisa, e a consecugao
desses objetivos permitira, assim esperamos, ampliar os entendimentos acerca dos problemas
relacionados a aprendizagem do conceito de limite e contribuir com os campos cientifico e

profissional dedicados a compreensdo e superacdo desses problemas.

Na secdo seguinte, apresentamos os fundamentos da teoria commognitive de Sfard
(2008) e a conceituacao dos termos que permitem a sua operacionalizacdo. Isto possibilitara
enunciar, em termos precisos, 0s objetivos correspondentes a cada uma das questdes de

pesquisa acima elencadas.

1.3. A Matematica como atividade discursiva

Em seus estudos sobre a evolucao das teorias de aprendizagem, Sfard (1998) apresenta
a uma reflexao sobre como o ensino se desenvolveu historicamente, refletindo sobre a metafora
do ensino-como-aquisicdo e a metafora do ensino-como-participacdo. Segundo esta autora, as
duas metaforas estdo simultaneamente presentes na literatura, havendo, entretanto, um
predominio da metafora de aquisicdo nos textos mais antigos e um crescente aumento da

metafora de participagdo nas pesquisas atuais.

Basicamente, a metafora da aquisicdo reflete a longa tradicdo de se conceber a
aprendizagem humana como a aquisicdo de algo. Entendendo o conhecimento como um
processo de desenvolvimento de conceitos que podem ser acumulados e refinados
gradualmente, a metafora da aquisicdo leva-nos a “pensar sobre a mente humana como um
recipiente para ser preenchido com certos materiais e sobre 0 aluno como sendo um proprietario

desses materiais”, (SFARD, 1998, p. 5, traducdo nossa). Na escola, tal abordagem ¢é
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materializada na utilizag&o de termos como apropriacdo, aquisi¢do, construcdo, acumulacéo,
recepcdo, etc, os quais reforcam a concepcdo da mente humana como um recipiente e 0
conhecimento como um bem material. Sob este ponto de vista, a fim de atingir os objetivos da
educacdo, o professor atua entregando, transportando, facilitando e mediando, ou seja, como
um meio entre o aluno e o objeto de aprendizagem (SFARD, 2008). Ao final desse processo,
como uma mercadoria, o conhecimento pode entdo ser transferido, compartilhado e aplicado, o

que Sfard (2008) denomina de objetificacdo do conhecimento.

Contrastando com a metafora da aquisicdo, a metafora da participacdo utiliza uma
abordagem que enfatiza o saber como resultado da acdo, da préatica, do fazer..., e na qual as
atividades de aprendizagem estdo incorporadas no contexto no qual elas ocorrem. O discurso
corrente agora fala de contextualidade, incorporacédo cultural e mediacéo social, e concebe a
aprendizagem como um processo de participacdo em atividades socialmente organizadas
(SFARD, 2008).

Para Sfard (2008), como resultado da participacdo em atividades comunitérias, ocorre
uma transicdo gradual da participacdo em atividades coletivas para formas de realizacdo
individual, em que o individuo torna-se capaz de fazer sozinho, e completamente, atividades
que até entdo eram realizadas coletivamente e nas quais sua contribuigdo era parcial. Sfard
(2008) considera, ainda, que a individualizagcdo das formas coletivas de fazer desencadeia
também a internalizacdo da fala pablica para a fala privada e, desta forma, o pensamento pode
ser visto como uma versdo individualizada de uma acéo coletiva, o que possibilita definir o
pensamento como uma versao individual da comunicacéo interpessoal (SFARD, 2008). Por
individualizar, Sfard (2008) refere-se a capacidade do individuo se comunicar de acordo com
as regras comunicacionais coletivas, ndo apenas com o0s outros, “mas também enquanto
“conversa” consigo mesmo e resolve seus proprios problemas” (SFARD, 2016, p. traducdo

nossa, énfase no original). Ou seja, pensar é o ato de conversar consigo mesmo e com 0S outros.

Como proposto por Sfard (2008), o vinculo pensamento-comunicacdo possibilita entdo
conceber 0S processos cognitivos e 0S processos comunicacionais como manifestacdes do
mesmo fendmeno, o que torna possivel estudar o pensamento a partir da sua versao publica, a
comunicacgéo. Para Sfard (2008), enquanto atividade de um coletivo, a cada agdo comunicativa
de um individuo segue-se um repertorio de possiveis re-acdes esperadas de outras pessoas.
Estas re-acbes podem ser praticas, como mudar um objeto de lugar ou assar um bolo, ou

comunicacionais, 0 que pode desencadear outra agdo comunicacional e levar a outra re-agdo, e
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assim sucessivamente. Em qualquer caso, o par agdo/re-acao € construido coletivamente e seus

padr@es repetitivos podem ser observaveis (SFARD, 2008).

Neste sentido, existe uma multiplicidade de repertdrios comunicacionais, cada um deles
destinado a diferentes aspectos da vida e separados uns dos outros em seus objetos, nos tipos
de mediadores utilizados e nas regras seguidas pelos participantes (SFARD, 2008). Tais
repertérios comunicacionais é o que Sfard (2008) denomina de discurso. Em termos precisos,
um discurso é um tipo especifico de comunicacdo que atraem alguns individuos, e excluem
outros (SFARD, 2008). Por exemplo, a Matematica é um desses discursos cujo repertorio fala
dos numeros e das formas, enquanto a Geografia discursa sobre a Terra e os fenbmenos
quimicos, fisicos e geoldgicos que nela ocorrem. No entanto, diferente da Geografia, cujos
objetos estdo separados do discurso, isto é, existem independentemente do discurso, os objetos
matematicos sdo construtos discursivos e fazem parte do proprio discurso, ou seja, é o discurso
matematico que da existéncia e significado aos seus objetos (SFARD, 2008; VIIRMAN, 2008).

Em conformidade com a visdo comognitiva® de Sfard (2008), a aprendizagem
matematica passa, entdo, a ser entendida como uma forma de participacdo no discurso
matematico, por meio da qual o aprendiz modifica o seu discurso visando aproxima-lo do

discurso matematico historicamente estabelecido.

Como um tipo de comunicacdo, o discurso matematico pode ser identificado por meio
de quatro caracteristicas especificas deste discurso (SFARD, 2008): o uso de palavras, 0s
mediadores visuais, as rotinas e as narrativas endossadas. O uso de palavras diz respeito as
palavras chave utilizadas para nomear os objetos proprios do discurso matematico, tais como
namero, circulo, quadrado, equacdo, funcdo, limite, derivada, etc.; mediadores visuais sao
artefatos fisicos visiveis empregados na comunicacgdo visando tornar acessivel perceptualmente
0s objetos intangiveis do discurso matematico, e compreende simbolos notacionais, expressées
algébricas, tabelas, graficos, etc.; rotinas sdo padrbes discursivos repetitivos utilizados na
implementacao das diferentes tarefas matematicas. Sua natureza repetitiva padronizada, regula
as acoes discursivas dos participantes quanto ao uso de palavras, mediadores visuais e 0 endosso
de narrativas (SFARD, 2008) - 0 passo a passo na resolugdo de uma equagao do segundo grau
é¢ um exemplo de rotina. Quanto as narrativas, estas sdo sequéncias de enunciados que
descrevem objetos, relacdes entre objetos ou processos sobre objetos, sujeitas ao endosso ou

rejeicao por parte dos participantes do discurso matematico (SFARD, 2008). O endosso de uma

> Nossa versdo aportuguesada da palavra inglesa commognitive.
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narrativa pode ser feito por meio da estipulagdo, como no caso das defini¢cdes e axiomas, por
dedugé@o como, no caso dos teoremas, ou por qualquer outro meio validado pelos membros
experientes do discurso matematico (SFARD, 2008; IOANNOQOU, 2018).

Assim, no discurso sobre o objeto matematico limite, limite é a palavra utilizada para
designa-lo; lim f(x) = L e x - a = f(x) — L sdo alguns dos mediadores visuais utilizados
xX—-a

na comunicacao de limite; os céalculos desenvolvidos para a determinagdo do limite de uma

~ . 5x+3 z . ~ ..
fungéo, por exemplo lim (xT) € uma rotina; e a deducdo de um teorema sobre limite,
X— 00

juntamente com a sua prova, é uma narrativa.

Sfard (2008) utiliza duas categorias para estudar o desenvolvimento do discurso
matematico, o discurso em nivel de objeto e o discurso meta-nivel. O discurso em nivel de
objeto diz respeito as regularidades discursivas que ocorrem no interior do discurso sobre um
dado objeto matematico, enquanto o discurso meta-nivel envolve olhar além do discurso, isto é
produzir padrBes discursivos para a criacdo e endosso de narrativas sobre a totalidade do
discurso, analisando suas estruturas abstratas constituintes a fim de valida-las e perceber o
objeto matematico em sua completude (KIERAN, 2016; IOANNOU, 2018).

Assim, participar do discurso matematico de limite implica conhecer e saber utilizar as
palavras especificas deste discurso, reconhecer e empregar os mediadores visuais que dao ‘vida’
ao objeto intangivel chamado limite, executar tarefas relacionadas a determinacéo e validacao

de limites, e dominar as regras que regulam o endosso e a criacdo de narrativas sobre limites.

Portanto, é ancorado nas consideragdes tedricas acima apresentadas e inspirados na
visdo defendida por Sfard (2008) segunda a qual a matematica é um discurso construido

socialmente, que pretendemos desenvolver a presente proposta de pesquisa.

2. Objetivos

O presente estudo, concebido como um macro projeto de pesquisa sobre 0s processos
discursivos desencadeados no ensino e aprendizagem do conceito de limite, esta organizado em
torno das trés questbes de pesquisa apresentadas na Secdo 1.2, as quais se desdobram nos

correspondentes objetivos listados abaixo:

1. Identificar e categorizar conflitos discursivos na comunicagéo do conceito de limite
presentes nos contextos do seu ensino e da sua aprendizagem;

2. Elaborar um modelo tedrico de matematica para o ensino do conceito de limite;
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3. ldentificar rotinas mateméticas documentadas em livros didaticos da educacéo
basica que possam servir de oportunidades para a explora¢éo da nocéo de limite

neste seguimento de ensino.

Dada a natureza multifacetada das questdes de pesquisa e dos respectivos objetivos que
compdem este macro projeto de andlise do discurso de limite, o presente trabalho ndo comporta
um objetivo geral e nem objetivos especificos. Isto posto, e como consequéncia da variedade
de objetos de investigacdo aqui implicados — conflitos discursivos, realizacdes e rotinas -, e
também de fontes, adotamos como modelo de organizacdo desta tese o formato multipaper, por

ser este o formato mais flexivel para acomodar 0s nossos interesses.

Na proxima secdo, apresentamos o paradigma de pesquisa, 0 método de investigacao
escolhido e os procedimentos de coleta e analise de dados. Apds isto, na secdo seguinte,

discorremos sobre o formato multipaper de organizacdo de dissertacdes e teses.

3. Procedimentos Metodoldgicos e Contextos da Pesquisa

Como qualquer atividade humana, uma pesquisa cientifica carrega consigo crencas e
pressupostos que evidenciam as concepcdes do ser e da realidade, as compreensdes de mundo
e de como o conhecimento é construido, as quais, direta ou indiretamente, guiam as tomadas de
decisdo do seu autor, desde a formulacdo das questdes de pesquisa, a escolha do método de
investigacdo e coleta de dados, até a forma de organizacdo e apresentacdo do relatorio de
pesquisa (SACCOL, 2009). Tais pressupostos, indicam como os objetos sdo concebidos e como
sdo estabelecidas as relacdes entre o sujeito e os objetos, 0 que gera diferentes visées de mundo
e, portanto, diferentes paradigmas de pesquisa (CROTTY, 1998; SACCOL, 2009). Um
paradigma, entdo, informa o método de pesquisa que melhor se ajusta aos valores e intencdes

que subsidiam as ac¢des do pesquisador (CROTTY, 1998).

A partir da exposto acima, concluimos que a deliberacdo sobre um paradigma de
pesquisa ndo € um dado a priori, mas uma decorréncia das concepgbes ontologica e
epistemoldgica impressas nas escolhas tedricas que fundamentam a investigacdo. Desta forma,
entrelacamos a presente pesquisa ao interacionismo simbélico, por reconhecer alinhamentos
entre este paradigma e a abordagem participacionista de Sfard (2008). Por exemplo, ambos
postulam que a realidade é uma construgdo social e que os significados dos objetos — que

também s6 existem enquanto construcdo social - se constituem nas trocas coletivas entre 0s
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individuos. Além disso, esse paradigma idealiza que é nas trocas simbdlicas realizadas pelos
sujeitos que o pensamento e a inteligéncia se desenvolvem, processo no qual os significados
sdo manipulados e modificados socialmente, possibilitando que as a¢6es individuais e coletivas
sejam reinterpretadas constantemente (CROTTY, 1998), o que também esta de acordo com o0s
pressupostos de Sfard (2008).

Do ponto de vista metodologico, trabalhar sob este paradigma implica que durante o
processo de coleta de dados o pesquisador aceita os significados que os atores atribuem ao
fendmeno em estudo da forma mais fiel possivel. Entretanto, dada a sua natureza interpretativa,
este paradigma possibilita ao pesquisador langar um novo olhar sobre os dados coletados e
erguer suas proprias interpretacées e conclusdes, re-significando o objeto de estudo (CROTTY,
1998).

Coerente com o paradigma escolhido, e acreditando que as trés questdes de pesquisa,
apesar de independentes, possuem entrelacamentos capazes de gerar novas compreensoes
acerca do discurso de limite, adotamos neste trabalho uma abordagem de pesquisa qualitativa,

por esta abrigar estratégias de coleta e analise de dados mais adequadas aos n0ssos propositos.

A pesquisa qualitativa estuda “um nivel de realidade que ndo pode ser quantificado”
(MINAYO, 2001, p. 21). Assim, o pesquisador qualitativo trabalha tentando capturar o universo
de significados, motivos, crencas e valores do fendmeno em estudo, buscando compreender as
relacfes e 0s processos que ndo podem ser reduzidos a variaveis, e portanto ndo podem ser
operados quantitativamente (MINAYO, 2001). Isso significa que a pesquisa qualitativa é
interpretativa, tendo o pesquisador a incumbéncia de interpretar os dados coletados para
identificar temas ou categorias, e induzir conclusdes e reinterpretacfes que possam indicar

novas potencialidades para o fendmeno (CRESWELL, 2007).

Por sua natureza holistica, a pesquisa qualitativa pode fazer uso de varias estratégias de
producdo e coleta de dados, o que “acrescenta rigor, abrangéncia, complexidade, riqueza e
profundidade a investigacdo” (SANTOS, 2017, p.38), conferindo tanto uma visao ampla quanto
aprofundada sobre o tema em estudo. Isso exige do pesquisador uma continua reflexdo sobre o
seu papel na investigacdo, a0 mesmo tempo que também representa honestidade, abertura para
pesquisa e 0 reconhecimento de que toda investigacdo € carregada de subjetividade e valores
(CRESWELL, 2007).
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Ap0s as consideracfes acima e a fim de atender aos objetivos da presente pesquisa,
propomos a realizagdo de trés estudos diferentes, cada um relativo a um objetivo e demandando

enfoques e fontes especificos, conforme discriminado na Figura 1.1 abaixo.

Estudos Sobre o
Discurso de Limite

/Estudo 1—Objetivo l\ /Estudo 2-0bjetivo 2\ /Estudo 3—O0bjetivo 3\

O que? O que? O que?
Conflitos discursivos Realizac¢des do Rotinas matematicas
na comunicacéo do conceito de limite Fonte:
conceito de limite Fonte: Livros Didéaticos
Fonte: Artigos cientificos

\ Artigos cientificos / \ j \ j

T— Anélise Documental 4T

Figura 1.1 — Correlacéo entre os estudos, os objetivos e as fontes
Fonte: autores

Como sugerido nos enunciados dos objetivos e explicitado na Figura 1.1, utilizaremos
nos trés estudos indicados a mesma técnica de coleta de dados — a analise documental. Desta
forma, apresentamos aqui uma breve caracterizacdo desta técnica para, em seguida, descrever

o caminho metodolégico percorrido na conducdo dos referidos estudos.

A andlise documental é uma técnica de pesquisa qualitativa que visa obter uma resposta
especifica a partir da analise de documentos (BAENA, 2017). Trata-se de um tipo de pesquisa
em que os dados sdo extraidos de documentos cujo conteldo ainda ndo recebeu tratamento
analitico ou sistematizado, ou sobre os quais se pretende um reexame objetivando-se obter
novos conhecimentos e interpretacbes sobre o objeto de estudo (KRIPKA; SCHELLER;
BONOTTO, 2015). Por documento, entendemos qualquer registro da atividade humana que
forme uma unidade coerente de informagdo e que possa servir de consulta, estudo ou prova
(KRIPKA; SCHELLER; BONOTTO, 2015). Neste sentido, os documentos podem ser escritos
ou ndo, o que inclui relatorios, livros, publicacbes periodicas, jornais, revistas, artigos
cientificos, diarios, cartas, bem como gravacdes em audio e video, fotografias, etc. (BAENA
PAZ, 2017).
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No caso do nosso objeto de estudo, limite, existe uma grande variedade de produgdes
disponiveis — livros, revistas, artigos, exames unificados, curriculos, diarios de classe, etc. — 0
que nos habilita a tomar como documento aquelas que melhor se adequam aos Nnossos
propdsitos. Desta forma, para os estudos 1 e 2, optamos pela utilizacdo de artigos cientificos
publicados na area de Educacdo Matematica que investigam 0s processos de ensino e
aprendizagem deste conceito. Para o estudo 3, os livros didaticos da educacdo bésica sdo 0s

documentos de analise.

Tomamaos, pois, estas fontes como documentos, a partir das quais nos debrugamos sobre
o0s correspondentes dados, reinterpretando-os a luz do quadro tedrico adotado - Sfard (2008) -
e dos respectivos objetivos dos estudos 1, 2 e 3. Em qualquer dos casos, ndo estamos
interessados nos resultados dos trabalhos dos quais estamos coletando os dados, mas somente
nas informacdes (metaforas, exemplos, definicdes, expressdes simbdlicas, realizacdes, etc.)
Uteis aos propdsitos de cada estudo. Salientamos, no entanto, que nos casos dos estudos 1 e 2,
os artigos utilizados sdo concebido por nés como fontes de dados secundéarios, uma vez que

estes dados foram coletados originalmente em outros contextos e para outros propdsitos.

A seguir, apresentamos um breve resumo dos percursos metodologicos empreendidos

na consecucao de cada um dos estudos.

Estudo 1 — Este trabalho compreende as acdes necessarias para atender ao Objetivo 1 e foi
conduzido por meio de um estudo documental. Para tanto, foram selecionados 33 artigos de
periddicos da area de ensino com escopo em Educacdo Matematica e classificacdo Al, A2, B1
ou B2 do sistema Qualis de avaliacdo da Coordenacédo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior (CAPES). Tomamos como referéncia de busca o periodo de 2009 a 2018, e

privilegiamos o0s artigos escritos em portugués, inglés ou espanhol.

Considerando a abordagem discursiva do nosso trabalho, os 33 artigos selecionados
foram entendidos os como participantes do discurso sobre limite. Trata-se, portanto, de uma
participacdo indireta, e seus dados, que foram originalmente coletados para outros propositos,

configuram-se aqui como dados secundarios.

Sendo um conflito discursivo o encontro de interlocutores que usam uma mesma palavra
ou simbolo de modos diferentes ou incompativeis, concentramos a nossa atengdo nos modos de
utilizacdo das palavras e mediadores visuais empregados no discurso de limite. Estas foram as

unidades de analise consideradas neste estudo documental, as quais foram operadas por meio
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das unidades de significados, coloquial, operacional® e objetivado — para o uso de palavras —,
e verbais e iconicos — para os mediadores visuais. O estudo foi conduzido visando a
identificacdo de padrbes de contradigcdo na utilizacdo de tais unidades e posterior organizacéo

dos achados em categorias representativas.

Estudo 2 — Para este estudo, usamos 27 artigos cientificos como fonte para a coleta dos dados
que compuseram a investigacdo. Como no estudo 1, o corpus de pesquisa foi montado com
artigos de periodicos da area de Educacdo Matematica com classificacdo Al, A2, B1 ou B2 no
estrato do sistema de avaliacéo de periddicos Qualis/CAPES, escritos em portugués, inglés ou
espanhol e circunscritos ao periodo de 2010 a 2019. O exame do corpus foi conduzido
combinando-se a analise documental com o estudo do conceito (EC) de Davis e Renert (2014),
a fim de identificar realizacdes de limite para subsidiar o desenvolvimento de um modelo

tedrico de matematica para o ensino do conceito de limite.

Por modelo tedrico de matemética para o ensino de um conceito matematico,
entendemos uma “descri¢do sistematica, estruturada e rigorosa das formas de
comunicar/realizar” (BARBOSA, 2017, p.6) o conceito no contexto de ensino. Este tipo de
empreitada insere-se no campo de investigacdo focalizada em compreender quais saberes
compdem o conhecimento matematico mobilizado pelos professores de matematica no
processo de ensino. Ao contrario de outras abordagens, como a de Ball, Thames e Phelps (2008)
que consideram o conhecimento matematico para o ensino passivel de catalogacdo em dominios
de especializacdo, aderimos neste trabalho a concepcao de Davis e Renert (2014) de que tal
conhecimento é tacito, emergente, evolutivo e adaptativo. Neste contexto, o conhecimento de
matematica para o ensino compdem-se de um conjunto de saberes distribuido pelo corpo de
professores, podendo ser compreendido e capturado somente quando ativado através do
engajamento destes em atividades participativas de discussdo em torno de um conceito

matematico, as quais foram designadas por Davis e Renert (2014) de Estudo do Conceito (EC).

No nosso caso, utilizamos o Estudo do Conceito de Davis e Renert (2014) como suporte
analitico para a construcdo do modelo tedrico de matematica para o ensino do conceito de

limite.

Como proposto por Davis e Renert (2014), o estudo do conceito (EC) consiste em um
modelo de investigagdo de conceitos matematicos desenvolvido por meio de discussdes

coletivas com professores. O trabalho tem inicio a partir da discussdo de uma questdo

® Relativo as ag@es, processos e algoritmos utilizados na determinacéo do limite.
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orientadora sobre o conceito abordado, desdobrando-se dai, de maneira emergente, as
realizagdes do conceito, as quais sdo organizadas, segundo critérios de similaridade discursiva,
em cenarios. O passo seguinte € identificar os possiveis vinculos entre as diferentes realizacdes
de um mesmo cenario e entre estas e conceitos matematicos relacionados que possam
potencializar ou limitar a compreensdo do conceito em discussdo, seguindo-se a avaliagdo de

eventuais combinagOes capazes de gerar de novas realizacoes.

A analise dos documentos deste estudo trouxe a tona distintos usos do conceito de limite,
0s quais possibilitaram a identificacdo de diferentes realizacdes de limite e subsidiaram a

posterior catalogacdo em cenarios.

O exame dos cenarios, visando identificar vinculos, limitacdes e possiveis combinagdes
entre realizacdes, produziu novos resultados e interpretacfes sobre o discurso de limite,
possibilitando a construcdo do modelo tedrico de matematica para o ensino de limite. O modelo
tedrico desenvolvido neste estudo, cria uma visdo macro das principais realizacdes de limite e
viabiliza novas compreensdes sobre o conceito de limite que ndo seriam possiveis a partir da

analise de algumas realizacdes individuais.

Estudo 3 — A fonte para a producdo de dados deste estudo foram duas colecdes de livros
didaticos, uma do Ensino Fundamental e outra do Ensino Médio, os quais foram tratados como
documentos e examinados por meio da técnica de Analise de Contedo. Como critério de
selecdo das colegdes, avaliamos os itens abordagem dos contetdos, método de ensino,
contextualizacdo e interdisciplinaridade, e linguagem e qualidade das ilustracdes, 0s quais
foram utilizados como base de julgamento para a elaboracdo dos PNLD’s 2018 e 2020 — ensino
médio e ensino fundamental respectivamente -, (BRASIL, 2017, 2019). Esse trabalho resultou
na selecdo das colecOes, Conexdes com a Matematica, obra coletiva desenvolvida pela editora
Moderna e editada por Fabio Martins de Leonardo (LEONARDO, 2016a, 2016b, 2016c¢) para
0 Ensino Médio, e A Conquista da Matematica, de José Ruy Giovanni e Benedito Castrucci,
publicado pela editora FTD (GIOVANNI JUNIOR; CASTRUCCI, 2018a, 2018b, 2018c,
2018d) para os anos finais do Ensino Fundamental.

A andlise documental deste estudo, deu-se & luz da perspectiva da imaginacao
pedaglgica proposta por Skovsmose (2015), a qual se insere no contexto de se estudar ‘o que
ndo ¢, mas poderia ser’. Trata-se, pois, de extrapolar os dados coletados por meio da observagéo
direta, e incluir a possibilidade de se imaginar o que poderia ter sido observado (SKOVSMOSE,
2015), transcendendo assim “o que foi observado de fato” (SKOVSMOSE, 2015, p. 66-67) e
abrindo espaco para a proposicao de alternativas plausiveis sobre o objeto de estudo.
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As imaginacgdes pedagdgicas sobre limite elaboradas neste estudo, abrem espaco para a
exploracdo desta nogdo no contexto da educacao basica, possibilitando o estabelecimentos de

vinculos entre este nivel de ensino e o0 ensino superior.

4. Estrutura da Tese

Com a crescente oferta de programas de pés graduagdo stricto sensu e lato sensu, a
producdo de trabalhos académicos do tipo teses e dissertacfes recebeu nas Gltimas décadas um
aumento consideravel. Este fato acarreta grande dificuldade da comunidade cientifica em
acompanhar as diversas contribuicdes nas respectivas areas, tornando impossivel a leitura de
todos os trabalhos académicos disponiveis (COSTA, 2014). Logo, a atencao dos pesquisadores
tem-se voltado ndo para as teses e dissertacdes, mas para 0s seus resultados, geralmente
publicados na forma de artigos em revistas periodicas. De fato, segundo um post publicado por
NASSI-CALO na Revista Scielo em 24 de agosto de 2016, no qual a autora cita o editorial da
revista Nature de 7 de julho de 2016, o nimero médio de pessoas que leem uma tese de
doutorado completa é de 1,6, incluindo o autor. Como consequéncia disto, tem-se popularizado
no meio académico a organizacdo de teses e dissertacbes no formato multipaper, justamente

como meio de socializacao e visibilidade da pesquisa.

Barbosa (2015) denomina tal estrutura de colecdo de artigos e a categoriza como
formato insubordinado, pois a mesma rompe com o padrdo usual de texto monogréfico,
tradicionalmente organizado na forma de introducdo, revisdo de literatura, procedimentos
metodoldgicos, desenvolvimento, resultados e conclusdo. Para este autor, a modalidade
multipaper oferece “ao mestrando ou doutorando uma socializag@o antecipada com o fazer que
é préprio do trabalho do pesquisador” (BARBOSA, 2015; p. 353), além de possibilitar um
refinamento antecipando dos resultados, uma vez que, ao submeté-los ao escrutinio de outros
pesquisadores da area, eventuais falhas na conducdo da pesquisa podem ser identificadas e
corrigidas (COSTA, 2014).

Barbosa (2015) destaca, também, que a adoc¢ao do formato multipaper na escrita de teses
e dissertacOes, favorece a adaptacdo do mestrando/doutorando a comunidade cientifica, ao
exigir deste a competéncia em tarefas proprias de pesquisadores, como a habilidade em
selecionar artigos, preparar relatorios e produzir sinteses. Além disso, essa pratica acaba por
incorporar no estudante a disciplina no cumprimento de prazos, atencdo as normas de escrita e

0 habito de leitura, o que leva a erudicao e autonomia intelectual (COSTA, 2014).
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Do ponto de vista estrutural, uma tese no formato multipaper é constituida de uma
introducdo, na qual sdo apresentadas as questdes de pesquisa, 0s objetivos e procedimentos
metodoldgicos, certo numero de artigos independentes elaborados com fins de publicacao, e as
considerac0es finais (COSTA, 2014; BARBOSA, 2015). Quantos aos artigos, por serem feitos
visando a publicacdo, devem ter carater de individualidade, possuindo também sua prépria
introducdo, objetivo, revisdo de literatura, métodos de pesquisa, resultados e consideracdes
finais (COSTA, 2014; BARBOSA, 2015). Barbosa (2015), considera também a possibilidade
de que as consideracGes finais sejam, elas mesmas, elaboradas na forma de um artigo que
integre os resultados dos artigos anteriores, globalizando entdo os seus resultados e fornecendo
novos insights sobre o objeto de estudo.

Desta forma, buscando responder as questdes de pesquisa que compdem este macro
projeto de investigacdo, esta tese esta organizada no formato multipaper e consiste de cinco
capitulos: Capitulo 1, esta introducédo; Capitulos 2, 3 e 4, correspondentes aos artigos 1, 2 e 3;

e o Capitulo 5, destinado as consideracdes finais.

== Interacionismo Simbolico =1
i i
1 1
1 \ 4 v v \ 4 1
i i
I Teoria Commognitive - Sfard (2008) I
i i
] Estudos Sobre o Discurso de Limite i
1 1
1 1
1 1
v v
/ Artigo 1 \ / Artigo 2 \ / Artigo 3 \
Conflitos Discursivos na Um Modelo Tedrico de O que nao €, mas poderia
Comunicacéo do Conceito Matematica para o Ensino ser: potencialidades sobre o
de Limite do Conceito de Limite conceito de limite em livros
didaticos da educacgéo basica
Obijetivo 1 — Estudo Objetivo 2 — Estudo o
Objetivo 3 — Estudo

\ Documental j \ Documental / \ Documental j

— ]

[ Consideracgoes Finais ]

Figura 1.2 — Estrutura da Tese
Fonte: autores

Na Figura 1.2 acima, evidenciamos o paradigma de pesquisa, a base tedrica, o percurso

metodoldgico e a forma em que esta organizada esta tese.
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5. Justificativa

A presente pesquisa reflete a nossa vivéncia enquanto Coordenador do Curso de
Licenciatura em Matemaética do IFBA/Campus Eunépolis no periodo de 2013 a 2016, quando
tivemos a oportunidade de acompanhar de perto a angustia dos alunos frente aos resultados
negativos nas disciplinas da area de Calculo Diferencial e Integral. Reflete também a nossa
experiéncia enquanto docente da disciplina Célculo I, na qual, diante do grande nimero de
reprovagoes, tornou evidente a centralidade da nogéo de limite como componente desafiador
para o sucesso nesta disciplina.

Neste sentido, pesquisar as dificuldades de compreensao do conceito de limite e seus
desdobramentos na eficicia da aprendizagem, entender a relacéo entre o0s usos da palavra limite
e a geracdo de conflitos na sua comunicagdo, identificar suas principais formas de
representacéo, e estabelecer vinculos entre assuntos abordados em livros didaticos da educagéo
basica e a nocdo de limite, pode contribuir nos esforcos de enfrentamento dessas questdes,

visando a sua superacdo ou mitigacao.

Especificamente sobre o conceito de limite, existe uma quantidade considerdvel de
trabalhos de pesquisa abordando problemas relativos ao seu ensino e a sua aprendizagem. No
entanto, a grande maioria deles busca explicacdes a partir de no¢cdes como esquemas mentais e
aquisicdo de conceitos, no¢des fundantes de teorias cognitivistas, como a teoria da imagem
conceitual e da definigdo do conceito de Tall e Vinner (1991) e a teoria APOS de Dubinsky
(1996), entre outras, nas quais ndo sdo levados em conta 0S processos comunicacionais

envolvidos no desenvolvimento da aprendizagem.

Como visto nas secBes 1.2 e 1.3 desta Introducdo, apesar do aumento no nimero de
pesquisas incorporando abordagens comunicacionais na Educacdo Matematica em geral, existe
uma lacuna na literatura no que diz respeito a utilizacdo destas abordagens na investigacdo dos

problemas de aprendizagem da nocéo de limite, o que justifica a importancia deste trabalho.

Se concordamos que 0 pensamento é um ato de comunicacdo e a aprendizagem
matematica ¢ um processo participativo, estaremos “menos interessados em explicagdes
baseadas em esquemas mentais ndo observaveis” (SFARD, 2001, p. 24) e mais preocupados
com 0s padrdes comunicacionais que se estabelecem entre o aprendiz e a comunidade
matematica da qual participa. Isso implica reconhecer que muitos problemas de aprendizagem
matematica sdo derivados de problemas comunicacionais (SFARD, 2008), o que justifica a

pesquisa sobre os conflitos discursivos na comunicacdo do conceito de limite. De fato, os
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conflitos discursivos derivam justamente da tentativa do iniciante obter acesso ao discurso
matematico historicamente estabelecido (SFARD, 2008; IDANNOU, 2018) e, ao contrario de
representar um obstaculo a aprendizagem, pode ser visto como uma janela para o novo discurso
e uma oportunidade de aprendizagem (IOANNOU, 2018). Logo, conhecer os principais
conflitos discursivos envolvidos na comunicacdo do conceito de limite, suas origens, seus
vinculos e implicacdes para a aprendizagem, possibilita que os professores de Calculo, ao
prepararem as suas aulas e atividades instrucionais se antecipem a esse problema, criando

estratégias para contorna-los ou utiliza-los a favor da aprendizagem.

Igualmente importante, € o entendimento de como o discurso matematico é produzido
para fins de ensino. Tal empreendimento faz parte da agenda de pesquisa em Educacédo
Matematica sobre o conhecimento matematico para o ensino, e consiste em investigar quais
saberes gerais e especificos sdo necessarios para o exercicio da docéncia matematica (BALL;
THAMES; PHELP, 2008; DAVIS; RENERT, 2014).

Para Davis e Renert (2014), o conhecimento matematico para o ensino € uma complexa
“rede de associa¢des bem estabelecidas e automatizadas” (DAVIS, 2012 p.2, traducdo nossa)
que envolve o dominio de conceitos matematicos, familiaridade com variadas realizacGes de
conceitos, conhecimento dos processos envolvidos na producdo matematica, experiéncias de
ensino, etc., que habilitam o professor a escolher o procedimento que melhor se ajusta a uma
situacdo inesperada que ocorre durante o ensino (DAVIS, 2012).

Esses autores concebem, também, que o conhecimento matematico dos professores tem
uma dimensdo participativa, e que o mesmo evolui constantemente por meio das acdes de

ensino, sendo os professores co-produtores desse conhecimento (DAVIS; RENERT, 2009).

Neste sentido, € razoavel conceber que o conhecimento matematico para o ensino de
limite também evolua, trazendo impactos nas formas de realizar o conceito de limite e
implicacdes sobre a qualidade do endosso das narrativas empregadas na descricdo do objeto
limite. Além disso, do ponto de vista da aprendizagem, pode-se avaliar o desempenho de um
aprendiz no discurso sobre um conceito matematico, analisando-se “a riqueza, a profundidade

e a estabilidade inter-situacional” (SFARD, 2008, p. 166, tradug@o nossa) de suas realizagoes.

Assim, conhecer a diversidade de realizacGes do conceito de limite permite demarcar o
conhecimento matematico necessario para o seu ensino, o que pode ser facilitado por meio do

modelo tedrico de matematica para o ensino do conceito de limite proposto no Estudo 2.



40

Quanto ao terceiro estudo, sua efetivacdo é justificada pela centralidade que o livro
didatico de matematica desempenha na educagdo basica (RAMILLARD; HECK, 2014). De
fato, além de funcionar como o principal instrumento de promocao do curriculo oficial, o livro
didatico é também a principal fonte de acesso do estudante ao conteido matematico, através do
qual ele pode estudar as matérias, resolver exercicios e problemas (PEPIN et al., 2013) e
conhecer as palavras e mediadores matematicos, familiarizando-se com as rotinas e processos

especificos do discurso matematico.

Além disso, o livro didatico cumpre ainda a funcdo de recontextualizar a matematica
académica para as necessidades escolares (GENE et al., 2018), ao realizar adequacfes de
linguagem sobre os assuntos, estruturar as matérias em niveis e séries de ensino e propor tarefas
de aprendizagens adequadas aos objetivos da educagdo bésica (O’KEEFFE, 2013). Também
cumpre papel importante junto a professor, servindo como fonte de modelagem para a pratica
docente em sala de aula, e como material de desenvolvimento do conhecimento pedagdgico e
matematico (GENE et al., 2018).

Desta forma, investigar o livro didatico da educacdo béasica permite-nos entrar em
contato com realizacOes de diversos conceitos, possibilitando, entdo, a identificacdo de rotinas
com potencial para serem utilizadas como meios para introduzir a no¢ao de limite neste nivel

de ensino.

Em conjunto, estes trés estudos apresentam uma Visdo macro sobre 0S Processos
discursivos envolvendo o conceito de limite, podendo contribuir nos campos da producdo
cientifica, na formacdo de professores e na producdo de materiais de instrucdo voltados ao

ensino de limite.
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CAPITULO 2

Artigo 1

Neste artigo, desenvolvemos um estudo documental sobre os conflitos discursivos que
se manifestam na comunicacdo do conceito de limite, tanto no contexto do seu ensino quanto
no contexto da sua aprendizagem. Para tanto, utilizamos a teoria discursiva de Anna Sfard com
a qual analisamos 33 artigos relativos ao periodo de 2009 a 2018, selecionados em periddicos
da area de Educacdo Matematica.Os achados indicam a existéncia dos seguinte conflitos
discursivos: o conflito do limite como aproximacao; o conflito processo-objeto do limite; o

conflito do limite como o valor da fungdo; o conflito da dualidade do simbolo lim f(x) = L; e
xX—>a

o conflito da inversibilidade dos discursos x paray e y para x da definicdo formal de limite.
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CAPITULO 3

Artigo 2

No presente artigo, desenvolvemos um modelo teérico de matematica para o ensino do
conceito de limite. Para a sua elaboracéo, utilizamos a teoria discursiva de A. Sfard e a nocao
de Estudo do Conceito. Os dados foram obtidos a partir da anélise de 27 artigos que investigam
problemas referentes ao ensino e a aprendizagem da nocdo de limite, publicados em periddicos
da area de Educacdo Matematica e selecionados com base no sistema de classificacdo de
periddicos Qualis/Capes. Como método de analise dos dados utilizou-se o estudo documental.
O modelo, construido a partir das realizacdes da nogdo de limite, foi estruturado em quatro
cenarios: limite como aproximacéo; limite como modelo para investigar o infinito; limite como
taxa de variacao instantanea; e limite como objeto matematico formal. Os achados evidenciam
0 quao variadas sdo as realizagbes do conceito de limite e como o
conhecimento/desconhecimento destas, por parte do professor, pode impactar a qualidade da
aprendizagem estudantil, uma vez que o sucesso desta esta diretamente ligado a habilidade do

estudante em transitar entre as diferentes realiza¢6es do referido conceito.
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CAPITULO 4

Artigo 3

No presente trabalho, foram examinadas duas colecbes de livros didaticos de
matematica utilizadas na educacdao basica brasileira, uma relativa ao ensino fundamental e outra
ao ensino medio. O foco foi identificar, nestes livros, rotinas matematicas potencialmente Uteis
para a exploracdo da nocéo de limite neste seguimento de ensino. Para tanto, utilizamos a teoria
discursiva de Anna Sfard e combinamos o método de estudo documental com a no¢do de
imaginacdo pedagogica de Skovsmose, a fim de coletar, analisar e desenvolver imaginacdes
pedagogicas envolvendo a nocdo de limite a partir das rotinas selecionadas. A analise
identificou dez rotinas potenciais, as quais foram organizadas nas categorias limite aritmético,
limite algébrico e limite geométrico, com base nas quais foram desenvolvidas trés imaginagdes

pedagdgicas, uma de cada categoria.
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CAPITULOS5

Considerac0es Finais

Diferente de outros trabalhos em que a pesquisa é conduzida em funcdo de um objetivo
geral, neste trabalho foi desenvolvido um macro projeto de pesquisa em torno de trés objetivos
independentes envolvendo o discurso de limite. Portanto, ndo é nossa intencao, neste capitulo
final, globalizar os resultados obtidos nos estudos produzidos, mas sumarizar 0s principais
achados, destacando eventuais aproximagfes e afastamentos que caracterizam possiveis
relagOes entre eles. Ao final, tecemos consideracdes sobre as contribui¢des deste trabalho, suas

limitacGes e campos de estudos em aberto.

1. Discussao

Neste trabalho, empregamos a abordagem comunicacional de Sfard (2008) para estudar
o discurso de limite a partir de trés perspectivas: a perspectiva dos conflitos discursivos
envolvidos na sua comunicacgdo; a perspectiva de suas realizacoes; e a perspectiva das rotinas
matematicas em livros da educacgdo basica que podem ser utilizadas para explorar a nogdo de
limite. Para efeitos metodoldgicos e operacionais, cada uma destas perspectivas gerou um
objetivo, cada um deles corporificando-se na forma de um estudo. A seguir, discutimos os

resultados de cada um desses estudos.

O primeiro destes estudos — Artigo 1 — examinou 0s usos de palavras e mediadores
visuais na comunicagéo do conceito de limite e o impacto destes usos na geracdo de conflitos
discursivos. A analise revelou a existéncia de duas principais fontes geradoras de conflitos, as
concepgbes oriundas dos usos cotidianos da palavra limite, e as concepgOes
dindmicas/processuais causadas por expressdes e mediadores visuais que transmitem ideias de
movimento, tais como as expressdes, “quando x tende a a, f(x) tende a L, ou “f(x) se
aproxima de L, quando x se aproxima de a”, e seus correlatos mediados pelo simbolo — (tende

a:“sex —-a, f(x) > L"e“f(x) » Lquando x - a”.

Além do mediador icbnico —, outra fonte geradora de conflitos discursivos envolvendo
limite sdo os mediadores tabelares e graficos, os primeiros devido a natureza discreta com que

sdo desenvolvidas as rotinas de aproximacéo ao limite, as quais transmitem a ideia de que o
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limite nunca é alcangado, e os Ultimos por conta de abordagens inadequadas quando da presenca
de ‘saltos’ ou ‘buracos’ no grafico no ponto de avaliacdo do limite, levando & ideia de que

somente funcbes continuas tem limite.

As concepcdes de limite discutidas acima, sdo as bases para o conflito do limite como

aproximacao, o conflito processo-objeto do limite e o conflito do limite como o valor da funcéo.

Outros dois conflitos identificados sdo: o conflito da dualidade processo-objeto do

simbolo lim f(x) = L e o conflito da inversibilidade dos discursos x para y e y para x. No
xX—a
primeiro caso, o conflito deriva do fato de o mediador simbdlico lim f(x) = L trazer embutida
xX—a

as ideias de processo e objeto do conceito de limite (GUCLER, 2014; FERNANDEZ-PLAZA,;
SIMPSON, 2016). Processo, devido a presenca do mediador x — a (x tende a a) no primeiro
membro da igualdade, transmitindo as ideias de movimento, aproximacéo e inalcancabilidade
do limite; e objeto, em virtude do nimero L no segundo membro da igualdade, o qual designa
o limite da funcéo, ou seja, o objeto limite (FERNANDEZ-PLAZA; SIMPSON, 2016).

J& o conflito da inversibilidade dos discursos x paray e y para X, € uma consequéncia

de que, enquanto no processo de determinacdo de lim f (x) opera-se atribuindo-se a x valores
x—-a

proximos do ponto a e verificando-se os correspondentes valores de y = f(x), nas rotinas de
validacdo do limite, opera-se no sentido inverso, isto é, a partir de uma diferenca especificada
entre f(x) eL (|f(x) — L| = €), deve-se mostrar que existe ¢ tal que |x — a|] < §. Ou seja, na
determinacéo do limite, opera-se de x paray, enquanto na validag&o opera-se no sentido inverso,
y para x (SWINYARD; LARSEN, 2012).

No segundo estudo — Artigo 2 -, foi construido um modelo teérico de Matematica para
0 Ensino - MpE do conceito de limite, a partir de realizagdes documentadas em artigos da area
de Educacdo Matematica. Para a sua elaboracdo, utilizamos o quadro analitico do Estudo do
Conceito de Davis e Renert (2014) em conjunto com a estrutura de analise discursiva de Sfard
(2008).

O modelo produzido esta estruturado em quatro cenarios - limite como aproximacao;
limite como modelo para investigar o infinito; limite como taxa de variagdo instanténea; e
limite como objeto matematico formal - os quais foram organizados levando-se em conta a
natureza das realizagdes, as palavras, as rotinas, os mediadores visuais e as narrativas utilizadas,
caracteristicas que demarcam um conjunto realizagdes do conceito de limite. O modelo também

inclui a énfase vinculos, a qual explicita as possiveis associacdes e implicacdes logicas que
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podem potencializar ou limitar a compreensdo de conceitos matematicos relacionados as

diferentes realizagdes de um mesmo cenario.

Santos (2017), considera que uma das vantagens de um modelo de Matematica para o
Ensino, é a disponibilizacéo de visdes macro e micro das realizacdes do conceito estudado. No
nosso caso, é possivel apreciar as visdes macro e micro a partir da arvore de realizagdes do
conceito de limite desenvolvida com base no modelo criado, exibida na Figura 7 (pag 93 desta
tese). A visdo macro é representada pela propria arvore, que expressa 0 modelo como um todo,
enguanto a visao micro se revela quando se observa as ramificacdes que partem de uma dada
realizacdo, indicando a geragéo de novas realizac6es. I1sso mostra a profundidade e as conexdes
das realizagdes observadas, evidenciando a qualidade do modelo.

Como um vinculo entre este estudo e o Estudo 1, destacamos o fato de que nos trés
primeiros cenarios do modelo de MpE aqui desenvolvido, predominam as realiza¢6es apoiadas
em rotinas baseadas em aproximacdes discretas de limite, enquanto no Gltimo cenario estdo as

realizacbes mediadas algebricamente pelo simbolo lim f(x) = L. Essa hegemonia de
x—-a

realizacbes baseadas em aproximacgOes discretas, talvez explique a frequente ocorréncia de
conflitos discursivos associadas a visao dindmica/processual de limite que se observa na

comunicacgéo desse conceito, em compara¢do com 0s outros tipos de conflitos.

No terceiro estudo desta tese, foram desenvolvidas trés imaginacdes pedagogicas
(SKOVSMOSE, 2015) a partir de rotinas matematicas selecionadas em livros didaticos da
educacdo basica, visando viabilizar a exploracdo da nocdo de limite nos contextos dos ensino

fundamental e médio.

Tal iniciativa encora-se no reconhecimento da centralidade do livro didatico de
matematica como o principal meio de implementacgéo do curriculo escolar e como dispositivo
preferencial de alunos e professores na consulta ao contedo matematico. Neste sentido, as
imaginacOes pedagogicas tomaram lugar a partir rotinas matemaéticas envolvendo ideias
associadas a nogédo de limite, como aproximacéo e infinito, e foram conduzidas visando criar
uma ponte entre a forma como estas noc¢Bes sdo abordadas na matemaética basica e a forma
rigorosa como as mesmas sdo conceituadas no contexto da matematica superior, pleiteando,
assim, corrigir as concepcdes confusas e conflituosas desenvolvidas pelos estudantes em suas
primeiras experiéncias com a nocao de limite, como apontadas por Lovric (2012), Park (2016)

e Kajander e Lovric (2017), entre outros.
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Desta forma, as trés imaginaces pedagdgicas construidas sobre a nocdo de limite,
denominadas limite aritmético, limite algébrico e limite geométrico, foram elaboradas visando
abarcar as principais realizacdes do conceito de limite ao incorporar narrativas matematicas
envolvendo processos aritméticos, algébricos e geométricos. Além disso, em maior ou menor
grau, elas foram concebidas de modo a evidenciar os aspectos processuais que conduzem ao
limite, separando- do seu resultado final, isto é, o objeto limite propriamente dito, seja ele

representado por um numero, uma expressao algébrica ou uma férmula da geometria plana.

Para Sfard (2008), a construcdo de um conceito matematico consiste em um conjunto
intricado de acbes, processos, algoritmos, etc., materializados por meio de variadas
representacdes (realizagdes) utilizadas no endosso de narrativas envolvendo o conceito em
estudo, as quais, quando tomadas em totalidade, possibilitam que o conceito possa ser
concebido como um objeto matematico cuja existéncia independe de discursos individuais. A

objetivacdo é, portanto, a finalidade das constru¢es matematicas.

2. LimitacOes

Como limitacBGes deste trabalho, devemos destacar que as realizacGes utilizadas na
construcdo do modelo de Matemaética para o Ensino do conceito de limite, aqui apresentado,
nédo abarcam uma lista completa das realizagdes deste conceito, seja pelas limitagdes de tempo,
seja pela impossibilidade de acessar todas as publicacbes disponiveis sobre o ensino e
aprendizagem de limite. Além disso, como um processo comunicacional, novas realizacdes sao
geradas constantemente, tanto como sub produto de realizacdo ja existentes, quanto como
criacdo genuina dos membros da comunidade discursiva de limite, o que torna impossivel
capturar TODAS as realizagdes. Esse trabalho serd sempre incompleto, o que implica que toda
MpE de um conceito matematico é um retrato de um contexto demarcado no tempo e nas fontes

consultadas.

Igualmente limitada, é 0 nossa categorizacao dos conflitos discursivos na comunicagao
do conceito de limite, pois além das restricdes proprias de qualquer pesquisa — tempo, selecdo
de fontes, método de coleta de dados, etc -, devemos considerar que enquanto fenémeno
comunicacional, os conflitos discursivos sdo dindmicos e novos conflitos discursivos sdo

gerados frequentemente, sendo impossivel capturar todos eles.
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Quanto as imaginacdes pedagogicas, as mesmas estdo circunscritas as idiossincrasias
pedagogicas e metodoldgicas dos seis autores, expressando suas visfes sobre o que € a
matematica, como se desenvolve e como a mesma deve ser ensinada. Assim, outros autores,
partindo de outras rotinas, certamente desenvolverdo outras imaginagdes pedagogicas acerca

da nocdo de limite.

3. Contribuicodes

Apresentamos aqui algumas contribuicGes desta pesquisa. Para o campo cientifico,
destacamos: (a) apresentacdo, em um Unico trabalho, de trés estudos envolvendo aspectos
diferentes sobre o discurso de limite, ampliando o uso de abordagens comunicacionais na
pesquisa em Educacdo Matematica; (b) identificacdo e categorizacao dos principais conflitos
gue ocorrem na comunicacdo do conceito de limite, aumentando a compreensdo que se tem
sobre este tema; (c) organizacao sistematica, em um modelo tedrico de Matematica para o

Ensino, das principais realiza¢bes do conceito de limite, suas ramificagfes e vinculos.

Para o campo da formacdo inicial e continuada de professores, acreditamos que este
trabalho possa propiciar reflexdes sobre os problemas da comunicacdo em sala de aula,
subsidiar as realizagdes do conceito de limite e servir de expira¢ao na preparacéo das atividades
escolares. Esperamos também, que 0 mesmo possa influenciar as escolhas dos editores e autores

de livros didaticos da educacdo basica e superior na criacdo de atividades instrucionais.
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